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÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ
§1. ðÒÅÄÍÅÔ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ
ôÅÏÒÉÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÉÚÕÞÁÀÝÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏ-
ÄÅÌÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ×, ÉÓÈÏÄ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÐÏÌÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÏÐÙÔÏ×.
ôÁËÉÅ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÏÐÙÔÁÍÉ.

äÌÑ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÏ ÌÉÛØ
ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÏÐÙÔÁÍÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÉÌÉ
ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕ-
ÞÁÊÎÙÊ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÎÔÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÙÔÁ É
ÅÇÏ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÖÅÌÁÅÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ôÁËÏÅ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÅÁÌØÎÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍÙÍ, Á ÈÏÔÑ ÂÙ ÍÙÓÌÉÍÙÍ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ× ÜÔÏÇÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ. ðÏ×ÔÏÒÉÍ ÄÁÎÎÙÊ
ÏÐÙÔ n ÒÁÚ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ n(A), 0 ≤ n(A) ≤ n, ÞÉÓÌÏ ÎÁÓÔÕÐÌÅÎÉÊ ÉÓÈÏÄÁ A ÐÒÉ ÜÔÉÈ n
ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑÈ. OÔÎÏÛÅÎÉÅ

n(A)
n ; 0 ≤ n(A)

n ≤ 1;

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÏÔÏÊ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÏÂÙÔÉÑ (ÉÓÈÏÄÁ) A, Á Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ ÚÁ-
ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n ÞÁÓÔÏÔÁ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅ-
ÎÉÉ n ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏÓÔØÀ ÓÏÂÙÔÉÑ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

Pr{A} ≈ n(A)
n ; 0 ≤ Pr{A} ≤ 1:

äÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÏÔÎÙÍ ÉÌÉ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÅ ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÉÓÈÏ-

ÄÁÍÉ ÇÅÒÂ - ÒÅÛÅÔËÁ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÂÒÏÓÁÎÉÉ, ÄÁÅÔ ÞÁÓÔÏÔÙ ×ÙÐÁÄÅÎÉÊ ÇÅÒÂÁ, ÂÌÉÚËÉÅ Ë 1=2.
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÓÏÂÙÔÉÑ A, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÇÏ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÇÅÒÂÁ × ÏÄÎÏÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ, ÎÅÔ
ÓÏÍÎÅÎÉÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Pr{A} = 1=2.

§2. íÏÄÅÌØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÏÐÙÔÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÓÈÏÄÏ×
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÙÔ, N ÉÓÈÏÄÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ !1; !2; : : : ; !N . üÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÙ
ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÉÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÉÒÏÄÁ ÄÌÑ ÎÁÓ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ÷ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ N ÉÓÈÏÄÏ× ÏÐÙÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÏÂÙ-
ÔÉÑÍÉ, Á ÉÈ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ


 = {!1; !2; : : : ; !N} = {!}
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ëÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍÕ ÓÏÂÙÔÉÀ ! ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ Pr{!}, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ !. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÁ Pr{!i}, i = 1; 2; : : : ; N ,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

0 ≤ Pr{!i} ≤ 1;
N∑

i=1
Pr{!i} =

∑
!

Pr{!} = 1:

1
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ìÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ 
, Ô.Å.
A ⊆ 
, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÙÔÉÅÍ. óÏÂÙÔÉÅ A = 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÙÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
××ÅÄÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ∅ ÓÏÂÙÔÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÏÂÙÔÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ Pr{A} ÓÏÂÙÔÉÑ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × A, ÉÎÁÞÅ

Pr{A} def=
∑

!∈A
Pr{!}:

äÌÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ∅ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁÅÍ Pr{∅} def= 0.

úÄÅÓØ É ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÉÍ×ÏÌ def= ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ A ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 0 ≤ Pr{A} ≤ 1, Á ÄÌÑ ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ 
 ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏÓÔØ Pr{
} = 1.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÏÐÙÔ 
 ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÔÒÅÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ, × ËÁÖÄÏÍ ÉÈ ËÏÔÏÒÙÈ
ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ×: ÕÓÐÅÈ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ 1, ÉÌÉ
ÎÅÕÄÁÞÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ 0. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÙÔÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

• ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ N = 23 = 8. ëÁÖÄÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ !
ÅÓÔØ Ä×ÏÉÞÎÁÑ (ÉÚ 1 É 0) ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! = (x1; x2; x3), ÇÄÅ xi = 1; 0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ
ÉÓÈÏÄ (ÕÓÐÅÈ ÉÌÉ ÎÅÕÄÁÞÕ) × i-ÏÍ, i = 1; 2; 3, ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ
ÓÏÂÙÔÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ


 = {(0; 0; 0); (0; 0; 1); (0; 1; 0); (0; 1; 1); (1; 0; 0); (1; 0; 1); (1; 1; 0); (1; 1; 1)};
Ô.Å. !1 = (0; 0; 0); !2 = (0; 0; 1); : : : ; !8 = (1; 1; 1).

• ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÂÙÔÉÅ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÔÒÅÈ ÉÓ-
ÐÙÔÁÎÉÑÈ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ÕÓÐÅÈÁ. üÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÉÚ 4-È ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ:

A = {(0; 1; 1); (1; 0; 1); (1; 1; 0); (1; 1; 1)}:
• åÓÌÉ ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÓÏÂÙÔÉÑÍ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔÉ
Pr{(0; 0; 0)} = Pr{(0; 0; 1)} = Pr{(0; 1; 0)} = Pr{(0; 1; 1)} =

= Pr{(1; 0; 0)} = Pr{(1; 0; 1)} = Pr{(1; 1; 0)} = Pr{(1; 1; 1)} = 1
8 ;

ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 4 ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÉÍÅÅÍ

Pr{A} = Pr{(0; 1; 1)}+Pr{(1; 0; 1)}+Pr{(1; 1; 0)}+Pr{(1; 1; 1)} = 1
8 + 1

8 + 1
8 + 1

8 = 4
8 = 1

2 :

÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ n ÉÓ-
ÐÙÔÁÎÉÊ, × ËÁÖÄÏÍ ÉÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ×: ÕÓÐÅÈ,
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ 1, ÉÌÉ ÎÅÕÄÁÞÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ 0. òÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ ! ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

! = (x1; x2; : : : ; xn); xi = 1; 0; i = 1; 2; : : : ; n;
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ÇÄÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ! ÒÁ×ÎÁ

Pr{!} = Pr{(x1; x2; : : : ; xn)} = 1
N = 1

2n :

ôÁËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ n ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ Ó N = 2n ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ
ÉÓÈÏÄÁÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÈÏÔÏÍÉÞÅÓËÏÅ (Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÉÓÈÏÄÁÍÉ 1 ÉÌÉ 0) ÔÅÓÔÉÒÏ×Á-
ÎÉÉ n ÐÁÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÈ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÈ × ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ
ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÍ (ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ "ÄÏ"), Á ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÄ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÂÏÔËÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÐÒÏÃÅÄÕÒÅ ÌÅÞÅÎÉÑ, ÍÅÔÏÄÉËÅ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÉÌÉ ÒÅËÌÁÍÅ (ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ "ÐÏÓÌÅ"). åÓÌÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÜÔÉÈ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÉÈ ÚÎÁÞÉÍÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÄÉÈÏÔÏÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅ-
ÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÙ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ 1, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ{0. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÄÅÌØ
n ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ Ó N = 2n ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ ÉÓÈÏÄÁÍÉ ÄÁ£Ô ÁÄÅË×ÁÔÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏÓÔÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ n ÐÁÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÈ, ÅÓÌÉ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÎÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁ. üÔÁ ÍÏÄÅÌØ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÁÕÞÎÏ -
ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÐÒÉÎÑÔÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÉÈÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ. äÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ
ÄÌÑ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁÚÄÅÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÏÊ.

§3. ðÒÁ×ÉÌÁ ÐÅÒÅ×ÏÄÁ
ðÅÒ×ÙÍ ÜÔÁÐÏÍ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ - ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ × ÐÒÁËÔÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅ×ÏÄ Ó ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ
ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÑÚÙË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÏÐÙÔÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ Ä×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÁ×ÉÌÁ.

ðÒÁ×ÉÌÏ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ 
 ÅÓÔØ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÍÙÓÌÉÍÙÈ
ÉÓÈÏÄÏ× ÏÐÙÔÁ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÙ ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÕÀÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

ðÒÁ×ÉÌÏ 2. ðÕÓÔØ |A| ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÉÓÈÏÄÏ× (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ) ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ
ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÏÂÙÔÉÅ A. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ N = |
| ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ× (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-
ÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ), ÔÏ ÄÌÑ ÓÏÂÙÔÉÑ A ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

Pr{A} = |A|
|
| = |A|

N :

åÓÌÉ ÐÒÁ×ÉÌÏ 2 ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏÓÔØ, ÇÄÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ ÂÌÁÇÏÐÒÉÑÔÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ× Ë ÞÉÓÌÕ
×ÓÅÈ ÉÓÈÏÄÏ×.

ðÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÄÅÌÉ ÔÒÅÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ Ó ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ ÉÓÈÏÄÁÍÉ
ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ ÏÂÁ ÐÒÁ×ÉÌÁ, Ô.Å. ÐÒÉ ÐÏÄÓÞÅÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÍÙ ÕÞÌÉ, ÞÔÏ

N = |
| = 23 = 8; |A| = 4; Pr{A} = |A|
N = 4

8 = 1
2 :

÷ ÒÁÚÄÅÌÅ "ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ" ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÐÏÄÓÞÅÔÁ
ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ × ÔÉÐÉÞÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ 2.
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á.ç. äØÑÞËÏ×: ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ

§4. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ
§4.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ
ðÕÓÔØN É n { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á [N ] = {1; 2; : : : ; N} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ N .

1) íÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ Ó ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [N ]. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÙÂÏÒÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ N - ÉÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ n, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ
ÁÌÆÁ×ÉÔÕ [N ] = {1; 2; : : : ; N}. þÉÓÌÏ ×ÓÅÈ N - ÉÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n,
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ n - ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ [N ] = {1; 2; : : : ; N}, ÒÁ×ÎÏ Nn.
ðÒÉÍÅÒÙ.

Á) þÉÓÌÏ ×ÓÅÈ n - ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ {0; 1; : : : ; q − 1}, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ
q-ÉÞÎÙÍÉ n - ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ, ÒÁ×ÎÏ qn.

Â) þÉÓÌÏ ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ n - ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Ô.Å. n-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ
ÁÌÆÁ×ÉÔÁ {0; 1}, ÒÁ×ÎÏ 2n.

×) þÉÓÌÏ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÄÁÔ ÒÏÖÄÅÎÉÑ Õ n ÌÀÄÅÊ ÒÁ×ÎÏ 365n.

2) ðÕÓÔØ n ≤ N É ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÂÅÚ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [N ]. òÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÏÍ ×ÙÂÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÚÑÔÙ ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ
[N ] = {1; 2; : : : ; N} É ÏÔÌÉÞÎÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ôÁËÁÑ n-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
n-ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [N ]. þÉÓÌÏ ×ÓÅÈ n-ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ
(N)n ÉÌÉ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ P (N;n) É ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(N)n = P (N;n) def= N · (N − 1) · (N − 2) · · · · · (N − n+ 1):
äÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ n = N ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

(N)N = P (N;N) = N · (N − 1) · (N − 2) · · · · · 3 · 2 · 1 def= N !:

ðÒÉÍÅÒÙ

Á) þÉÓÌÏ "ÓÌÏ×" ÄÌÉÎÙ 4, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ ÎÅÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÂÕË× ÐÑ-
ÔÅÒÉÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ {a; b; c; d; e}, ÒÁ×ÎÏ

(5)4 = P (5; 4) = 5 · 4 · 3 · 2:
Â) þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÁÔ ÒÏÖÄÅÎÉÑ Õ n ÌÀÄÅÊ, ÇÄÅ 2 ≤ n ≤ 365 ÒÁ×ÎÏ

(365)n = P (365; n) = 365 · 364 · 363 · · · · · [365− (n− 1)]:

×) ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ n ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÓÏÂÒÁ×ÛÉÈÓÑ ÌÀÄÅÊ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÁÔÙ
ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ

�n = (365)n
(365)n =

(
1− 1

365

)
·
(

1− 2
365

)
· · · · ·

(
1− n− 1

365

)
:

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ n = 30 ÞÉÓÌÏ �30 = :2937. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏ×ÐÁ-
ÄÅÎÉÑ ÄÁÔ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Õ Ä×ÏÉÈ ÓÒÅÄÉ n = 30 ÌÀÄÅÊ ÒÁ×ÎÁ 1− �30 = :7063.
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3) ðÕÓÔØ n ≤ N . þÉÓÌÏ ×ÓÅÈ n-ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [N ] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ (N
n
).

åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 0! = 1, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ
(
N
n

)
=

(
N

N − n

)
= (N)n

n! = N !
n!(N − n)! :

ðÒÉÍÅÒÙ

Á) ðÕÓÔØ ÒÅÂ£ÎÏË ÉÇÒÁÅÔ Ó 8 ËÁÒÔÏÞËÁÍÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÂÕË×Ù:

ï ï ï ï ë ë ì ô :

ïÎ ÍÏÖÅÔ ×ÙÌÏÖÉÔØ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÁÒÔÏÞÅË ×ÓÅÇÏ 8! ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
4! ·2! = 48 ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÁÀÔ ÓÌÏ×Ï "ïëïìïôïë". úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ
ÓÒÅÄÉ 8! ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ (8

4
)(4

2
) ·2! "ÒÁÚÌÉÞ-

ÎÙÈ ÓÌÏ×". óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÏ×Ï "ïëïìïôïë" ÍÏÖÎÏ
ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ

Pr{"ïëïìïôïë"} = 4! · 2!
8! = 1(8

4
)(4

2
) · 2!

= 48
8! = 1:19× 10−3:

úÁÄÁÞÁ. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÏ× "ðóéèïìïçéñ" É
"íáôåíáôéëá"

Â) ëÁÖÄÏÅ n-ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [N ] ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ×
Ä×ÏÉÞÎÕÀ N - ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÑÈ, ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÄÁÎÎÏÇÏ n-ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [N ] ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ N - ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏ 2N , É ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ

(
N
0

)
+

(
N
1

)
+

(
N
2

)
+ · · ·+

(
N
N

)
=

n=N∑

n=0

(
N
n

)
=

n=N∑

n=0

N !
n!(N − n)! = 2N :

×) ðÕÓÔØ 0 ≤ i ≤ m ≤ n < N . éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ
{ úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ n-ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [N ]. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ m-

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, i ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÄÁÎÎÏÍÕ n-ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ,
Á m− i ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÜÔÏÍÕ n-ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÒÁ×ÎÏ

(
n
i

)(
N − n
m− i

)
É

m∑

i=0

(
n
i

)(
N − n
m− i

)
=

(
N
m

)
:

äÌÑ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅ-
ÔÁÃÉÑ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï [N ] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n "ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ" ÎÏÍÅÒÏ× É N − n
"ÎÅÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ" ÎÏÍÅÒÏ×. íÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÂÅÚ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ ×ÙÂÉÒÁÅÍ m ÎÏÍÅ-
ÒÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [N ]. ôÏÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÎÁÛÕ ×ÙÂÏÒËÕ ÐÏÐÁÄÕÔ
i "ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ" É m− i "ÎÅÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ" ÎÏÍÅÒÏ× ÅÓÔØ

(n
i
)(N−n
m−i

)
(N
m

) =
(
m
i

)
(n)i(N − n)m−i

(N)n
:
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ðÒÉÍÅÒ ÌÏÔÅÒÅÉ. ðÕÓÔØ m = n = 6; N = 49; i = 0; 1; : : : ; 6. ÷ ÌÏÔÅÒÅÅ "6 ÉÚ 49"
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ gi ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÑ i "ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÛÁÒÏ×" ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ

gi =
(6
i
)( 43

6−i
)

(49
6
) ; g0 = :4360; g1 = :4130; g2 = :1324;

g3 = :01765; g4 = 9:686× 10−4; g5 = 1:845× 10−5; g6 = 7:151× 10−8:
÷ ÌÏÔÅÒÅÅ "6 ÉÚ 49", ÌÏÔÅÒÅÊÎÙÊ ÂÉÌÅÔ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÄÅÎÅÖÎÙÊ ÐÒÉÚ, ÅÓÌÉ ÏÎ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÉ ÎÏÍÅÒÁ "ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÛÁÒÏ×". ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ
ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ "ÓÞÁÓÔÌÉ×ÏÇÏ ÂÉÌÅÔÁ" ÅÓÔØ

p = g3 + g4 + g5 + g6 = :0186:

{ úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ m-ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [N ]. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ
×ÓÅÈ n-ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÄÁÎÎÏÅ m-ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÒÁ×ÎÏ

(
N −m
n−m

)
=

(
N −m
N − n

)
:

§4.2. âÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ
ðÕÓÔØ N = N1 + N2 É ÉÍÅÅÔÓÑ N ÛÁÒÏ×, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ N . ûÁÒÙ,
ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ N1, ÉÍÅÀÔ ÂÅÌÙÊ Ã×ÅÔ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ N2 ÛÁÒÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÞÅÒÎÙÍÉ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ N -ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÛÁÒÏ× ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ É Ó ×ÏÚ×ÒÁ-
ÝÅÎÉÅÍ n ÛÁÒÏ×. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 0; 1; 2 : : : ; n, ÞÉÓÌÏ n- ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ
k ÂÅÌÙÈ É n− k ÞÅÒÎÙÈ ÛÁÒÏ×, ÒÁ×ÎÏ

(
n
k

)
Nk

1Nn−k
2 É ÄÒÏÂØ

(n
k
)Nk

1Nn−k
2

Nn =
(
n
k

) (N1
N

)k (N2
N

)n−k

ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ k ÂÅÌÙÈ
É n− k ÞÅÒÎÙÈ ÛÁÒÏ×.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n = 1; 2; : : : É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p; 0 < p < 1.
þÉÓÌÁ

bn(p; k) =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k; k = 0; 1; 2; : : : ; n;

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (n; p).
äÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÏÂßÅÍÁ n Ó ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ k ÂÅÌÙÈ É

n− k ÞÅÒÎÙÈ ÛÁÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (n; p = N1
N ).

ðÒÉÍÅÒÙ.
1) úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÍÁÌÁÑ ÓÏÃÉÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂßÅÍÁ n + 1

ÐÒÏ×ÏÄÉÔ (×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ) ×ÙÂÏÒÙ ÌÉÄÅÒÁ. ëÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÇÒÕÐÐÙ × Ó×ÏÅÍ ÐÒÏÔÏËÏÌÅ
ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ (ðç), Ô.Å. × ÓÐÉÓËÅ ÉÚ n+ 1 ÕÞÁÓÔÎÉËÁ, ÏÔÍÅÞÁÅÔ m < n ÞÌÅÎÏ× ÇÒÕÐÐÙ,
ÉÓËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ, ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÐÒÅÄÐÏÞÉÔÁÅÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ n −m ÞÌÅÎÁÍ ÇÒÕÐÐÙ
É ÓÞÉÔÁÅÔ ËÁÎÄÉÄÁÔÁÍÉ × ÌÉÄÅÒÙ.
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úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÅÔÅÎÄÅÎÔÏÍ ÎÁ ÌÉ-
ÄÅÒÓÔ×Ï (ðì). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ n ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ×ÙÂÏÒÏ× ÉÍÅÅÍ:

Á) N = (n
m

){ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ðç;
Â) N1 =

(n−1
m−1

)
{ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ðç, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÍÅÞÅÎ ðì;

×) N2 = (n−1
m

){ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ðç, × ËÏÔÏÒÏÍ ðì ÎÅ ÏÔÍÅÞÅÎ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ N = N1 +N2. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÄÅÌÉ ÓÌÕ-
ÞÁÊÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑ × ÉÓÐÙÔÕÅÍÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÏÂßÅÍÁ n + 1 ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÔØ ××ÅÄÅÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÍÏÄÅÌØ ×ÙÂÏÒËÉ Ó ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ÏÂßÅÍÁ n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑ × ÉÓÐÙÔÕÅÍÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙ, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ðì
ÂÙÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ × k ðç É ÂÙÔØ ÎÅÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ × (n− k) ðç Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ×ÉÄÁ

bn
(N1
N ; k

)
=

(
n
k

) (N1
N

)k (N2
N

)n−k
=

=
(
n
k

) ((n−1
m−1

)
(n
m

)
)k ((n−1

m
)

(n
m

)
)n−k

=
(
n
k

) (m
n

)k (n−m
n

)n−k
; k = 0; 1; : : : ; n;

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏ m ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ðç ÐÏ ÉÓÐÙÔÕÅÍÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÍÅÞÅÎ ðì.
ðÕÓÔØ ÐÏ ÉÔÏÇÁÍ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ ðì ÏËÁÚÁÌÓÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ × K ðç, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ K ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ m ¿ K ≤ n. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ×ÙÂÏÒÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÐÒÉÎÑÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑ × ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÌÏÊ ÓÏÃÉÁÌØÎÏÊ
ÇÒÕÐÐÅ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ

� =
n∑

k=K

(
n
k

) (m
n

)k (n−m
n

)n−k

ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂËÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.

2) úÁÄÁÞÁ Ï ÌÏÔÅÒÅÅ "6 ÉÚ 49". åÓÌÉ ËÕÐÉÔØ ÏÄÉÎ ÌÏÔÅÒÅÊÎÙÊ ÂÉÌÅÔ, ÔÏ ÒÁÎÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÁÑ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÏËÁÖÅÔÓÑ "ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÍ" ÒÁ×ÎÁ :0186. ðÕÓÔØ ÍÙ ÐÏËÕÐÁÅÍ n
ÌÏÔÅÒÅÊÎÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× É ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÏÔÍÅÞÁÅÍ 6 ÎÏÍÅÒÏ× × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-
ÒÅÚ Pn ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ n ÂÉÌÅÔÏ× ÂÕÄÅÔ "ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÍ"
×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

Pn =
n∑

k=1

(
n
k

)
(:0186)k (:9814)n−k = 1− (:9814)n:

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÐÏËÕÐÁÅÍÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× n, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ
Pn ≥ :95, ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×

1− (:9814)n ≥ :95 ⇔ (:9814)n ≤ :05 ⇔ n ln :9814 ≤ ln :05 ⇔ n ≥ ln :05
ln :9814 = 159:55:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ Ó ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ ≥ 95% ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ
ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÛÉÈ n ÌÏÔÅÒÅÊÎÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× ÂÕÄÅÔ "ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÍ", ÔÏ ÎÁÄÏ ÐÏËÕÐÁÔØ
n ≥ 160 ÂÉÌÅÔÏ×.
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á.ç. äØÑÞËÏ×: ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ

§5. íÏÄÅÌØ (n; p) - ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ
ðÕÓÔØ n = 1; 2; : : : ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ, × ËÁÖÄÏÍ ÉÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÉÚ
Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ×: ÕÓÐÅÈ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ 1, ÉÌÉ ÎÅÕÄÁÞÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ ÓÉÍ-
×ÏÌÏÍ 0. ðÕÓÔØ p, 0 < p < 1, - ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ.

íÏÄÅÌØ (n; p) - ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ 
 = {!}, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ
N = 2n ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ

! = (x1; x2; : : : ; xn); xi = 1; 0; i = 1; 2; : : : ; n;

ÇÄÅ xi = 1; 0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÓÈÏÄ (ÕÓÐÅÈ ÉÌÉ ÎÅÕÄÁÞÕ) × i-ÏÍ, i = 1; 2; : : : ; n, ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ.
÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

Pr{!} = Pr{(x1; x2; : : : ; xn)} def= pk · (1− p)n−k; ÅÓÌÉ
n∑

i=1
xi = k; 0 ≤ k ≤ n: (1)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ p = 1 − p = 1=2 × ÍÏÄÅÌÉ (n; 1=2) - ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ ×ÓÅÍ 2n ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÓÏÂÙÔÉÑÍ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÎÙÅ 1=2n.

ðÒÉÍÅÒ. ðÒÉ n = 3 ÞÉÓÌÏ N = 23 = 8. éÚ (1) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ×ÏÓØÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ × ÍÏÄÅÌÉ (3; p) - ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ:

Pr{(0; 0; 0)} = (1− p)3 Pr{(0; 0; 1)} = Pr{(0; 1; 0)} = Pr{(1; 0; 0)} = p · (1− p)2;

Pr{(0; 1; 1)} = Pr{(1; 0; 1)} = Pr{(1; 1; 0)} = p2 · (1− p); Pr{(1; 1; 1)} = p3:

ä×ÏÉÞÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÁÍ x = 1; 0 ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÁ

Pr{x} def=
{ p; ÅÓÌÉ x = 1,

1− p; ÅÓÌÉ x = 0,

ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏÂÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÓÐÅÈÁ ÉÌÉ ÎÅÕÄÁÞÉ ÐÒÉ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÍ
ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ âÅÒÎÕÌÌÉ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (1) ÐÒÉ n-ËÒÁÔÎÏÍ ÉÓÐÙÔÁ-
ÎÉÉ âÅÒÎÕÌÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ

Pr{!} = Pr{(x1; x2; : : : ; xn)} = Pr{x1} · Pr{x2} · : : : · Pr{xn}:

äÁÎÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ 2n ÞÉÓÅÌ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ
ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (1), ÒÁ×ÎÁ

∑

w∈

Pr{!} =




1∑

x1=0
Pr{x1}


 ·




1∑

x2=0
Pr{x2}


 · : : : ·




1∑

xn=0
Pr{xn}


 =

= [p+ (1− p)] · [p+ (1− p)] · : : : · [p+ (1− p)] = 1;
Ô.Å. ÞÉÓÌÁ (1) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ.
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á.ç. äØÑÞËÏ×: ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ

÷×ÅÄ£Í ×ÅÌÉÞÉÎÕ Sn def= ∑n
i=1 xi, 0 ≤ Sn ≤ n, ÒÁ×ÎÕÀ ÞÉÓÌÕ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ×

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! = (x1; x2; : : : ; xn). ðÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÕÓÐÅÈÁÍ × ÉÓ-
ÐÙÔÁÎÉÑÈ, Á ÎÕÌÉ { ÎÅÕÄÁÞÁÍ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Sn ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÞÉÓÌÏ ÕÓÐÅÈÏ× × ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÏÍ ÓÏÂÙÔÉÉ !, Á ÒÁÚÎÏÓÔØ n − Sn ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÅÕÄÁÞ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍ ÓÏÂÙÔÉÉ !. äÌÑ
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k = 0; 1; : : : ; n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÓÏÂÙÔÉÅ {Sn = k}; ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ
(
n
k

)
= n!
k! · (n− k)!

ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ! = (x1; x2; : : : ; xn), × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ∑n
i=1 xi ÒÁ×ÎÏ k. óÏÂÙ-

ÔÉÅ {Sn = k} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × n ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ âÅÒÎÕÌÌÉ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ k ÕÓÐÅÈÏ×. åÓÌÉ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ
bn(p; k) ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ {Sn = k}, ÔÏ ÉÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ:

bn(p; k) = Pr{Sn = k} =
(
n
k

)
· pk · (1− p)n−k =

= n!
k! · (n− k)! · p

k · (1− p)n−k; k = 0; 1; : : : ; n: (2)

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2) ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÀ ÍÏÄÅÌÉ (n; p)- ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ,
× ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÎÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ 
 = {0; 1; 2; : : : ; n} ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ N = n + 1 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÓÐÅÈÏ× × n ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ. üÔÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÉÐÉÞÎÏÊ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒ ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÕÅÔ
ÌÉÛØ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÓÐÅÈÏ× × n ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ É ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔÓÑ × ËÁËÉÈ ËÏÎËÒÅÔÎÏ
ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÉ ÕÓÐÅÈÉ ÉÌÉ ÎÅÕÄÁÞÉ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÒÉ n = 3 ÞÉÓÌÏ N = 3 + 1 = 4 É ÉÚ (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÞÅÔÙÒ£È ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ:

b3(p; 0) = Pr{S3 = 0} = (1− p)3; b3(p; 1) = Pr{S3 = 1} = 3p · (1− p)2;

b3(p; 2) = Pr{S3 = 2} = 3p2 · (1− p); b3(p; 3) = Pr{S3 = 3} = p3:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
· ak · bn−k =

n∑

k=0

n!
k! · (n− k)! · a

k · bn−k

ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ n+ 1 ÞÉÓÅÌ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ (2), ÒÁ×ÎÁ 1:
n∑

k=0
bn(p; k) =

n∑

k=0

n!
k! · (n− k)! · p

k · (1− p)n−k = [p+ (1− p)]n = 1;

þÉÓÌÁ bn(p; k), k = 0; 1; 2; : : : ; n, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ. ó×ÏÊÓÔ×Á
ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ × úÁÄÁÎÉÉ 1, ÇÄÅ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-
ÍÙÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÁÂÌÉÃÙ ÜÔÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.
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á.ç. äØÑÞËÏ×: ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ

§6. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ, ÚÁËÏÎ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ
ó ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 
 = {!} ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ !, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÔ ÔÒÉ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ - ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ: ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ, ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ.

ðÒÉ×ÅÄ£Í ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÜÔÉÍÉ
ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ É ÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

• åÓÌÉ ! ∈ A ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁÓÔÕÐÉÌÏ ÓÏÂÙÔÉÅ A.

• ïÐÅÒÁÃÉÑ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÏÂÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ
ÓÏÂÙÔÉÊ ! ∈ 
, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÓÏÂÙÔÉÅ A. çÏ×ÏÒÑÔ ÞÔÏ A ⊆ 
 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÂÙÔÉÅ,
ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × ÎÅÎÁÓÔÕÐÌÅÎÉÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A. CÏÂÙÔÉÅ A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ
ÓÏÂÙÔÉÑ A.

• óÉÍ×ÏÌ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (A;B) ÓÏÂÙÔÉÊ A É B ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÏÂÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ! ∈ 
, ×ÈÏÄÑÝÉÈ É × A É × B. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ (A;B) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÂÙÔÉÅ,
ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÎÁÓÔÕÐÌÅÎÉÉ ÓÏÂÙÔÉÊ A É B.

• óÉÍ×ÏÌ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ A∪B ÓÏÂÙÔÉÊ A É B ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÏÂÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ! ∈ 
, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÌÉÂÏ × A ÌÉÂÏ × B. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ A ∪ B ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ
ÓÏÂÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÏÂÙÔÉÊ A ÉÌÉ B.

• óÉÍ×ÏÌ ∅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÌÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ.

• óÉÍ×ÏÌ 
 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ-
ÓÔÏ×ÅÒÎÙÍ ÓÏÂÙÔÉÅÍ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, 
 = ∅.

• óÉÍ×ÏÌ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊆ B × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅ-
ÎÉÑ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÓÔÕÐÌÅÎÉÅ ÓÏÂÙÔÉÑ B.

• åÓÌÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A É B ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Ô.Å. (A;B) = ∅, ÔÏ ÜÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÍÉ (ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÓÔÕÐÉÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ).

• åÓÌÉ (A;B) = ∅, ÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ A+B ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÂÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÓÔÕÐÉÔ
ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ A ÉÌÉ B.

ó×ÏÊÓÔ×Á.

1) åÓÌÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A É B ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, Ô.Å. (A;B) = ∅, ÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ

Pr{A + B} = Pr{A}+ Pr{B}:
üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÏÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

2) ìÀÂÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ A ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏ Ó A. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, A+A = 
 É Pr{A} = 1−Pr{A}.
3) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÓÏÂÙÔÉÊ A É B ÓÏÂÙÔÉÅ (A;B) ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÓÏÂÙÔÉÅÍ (A;B).

ðÒÉ ÜÔÏÍ (A;B) + (A;B) = A É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Pr{A} = Pr{(A;B)}+ Pr{(A;B)}.
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§7. íÏÄÅÌØ (2× 2)-ÔÁÂÌÉÃÙ
éÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÍÙ ××ÏÄÉÍ ×ÁÖÎÕÀ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÏÐÙÔÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÍÏÄÅÌØÀ (2 × 2)-ÔÁÂÌÉÃÙ É ÐÒÉ-
ÍÅÎÑÅÍÕÀ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ó×ÑÚÉ (ÉÌÉ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ) ÐÒÉÚÎÁËÏ×.

ïÐÙÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÓÐÙÔÕÅÍÏÇÏ ÐÏ Ä×ÕÍ ÐÒÉÚÎÁËÁÍ A É B.
îÁÐÒÉÍÅÒ, A { ×ÅÓ, Á B { ÏÂß£Í ÔÁÌÉÉ ÉÌÉ A { ÒÏÓÔ, Á B { ÏÂß£Í Â£ÄÅÒ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ ÐÒÉÚÎÁË A (ÐÒÉÚÎÁË B) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÒÅÇÉÓÔÒÉÒÏ×ÁÎ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ,
ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍÙÈ ËÁË ÓÏÂÙÔÉÅ A ÉÌÉ ÅÇÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ A (ÓÏÂÙÔÉÅ B ÉÌÉ ÅÇÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ B).
÷ ÉÔÏÇÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÓÔÕÐÁÅÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ
ÓÏÂÙÔÉÊ (A;B), (A;B), (A;B) ÉÌÉ (A;B), ËÏÔÏÒÙÅ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ
× ×ÉÄÅ (2× 2)-ÔÁÂÌÉÃ

(A;B) (A;B)
(A;B) (A;B)

Pr{(A;B)} Pr{(A;B)}
Pr{(A;B)} Pr{(A;B)} .

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (2 × 2)-ÔÁÂÌÉÃ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3, ÉÍÅÀÔ ÆÏÒÍÕ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÈ (2× 2)-ÔÁÂÌÉÃ

A = A A = A ∑

B = B (A;B) (A;B) B = (A;B) + (A;B)
B = B (A;B) (A;B) B = (A;B) + (A;B)∑ A = (A;B) + (A;B) A = (A;B) + (A;B) 
 = (A;B) + (A;B) + (A;B) + (A;B)

,

A = A A = A ∑

B = B Pr{(A;B)} Pr{(A;B)} Pr{B}
B = B Pr{(A;B)} Pr{(A;B)} Pr{B}∑ Pr{A} Pr{A} 1

, (1)

ÇÄÅ
Pr{A} = Pr{(A;B)}+ Pr{(A;B)}; Pr{A} = Pr{(A;B)}+ Pr{(A;B)};
Pr{B} = Pr{(A;B)}+ Pr{(A;B)}; Pr{B} = Pr{(A;B)}+ Pr{(A;B)};

Pr{A}+ Pr{A} = Pr{B}+ Pr{B} = 1:
ôÁÂÌÉÃÁ (1) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÄÏÂÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÐÉÓÉ ÍÏÄÅÌÉ (2× 2)-ÔÁÂÌÉÃÙ.

ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ n ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÈ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÐÒÉ-
ÚÎÁËÁÍ A É B. ðÕÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ n(A), n(A), n(B), n(B), n(A;B), n(A;B), n(A;B) É n(A;B)
ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÉÓÌÁ ÎÁÓÔÕÐÌÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ × n ÏÐÙÔÁÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ

n(A) = n(A;B) + n(A;B); 0 ≤ n(A) ≤ n;

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Õ ÐÒÉÚÎÁËÁ A ÚÁÒÅÇÉÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÏ ÓÏÂÙ-
ÔÉÅ A. þÉÓÌÏ n(A;B), 0 ≤ n(A;B) ≤ n(A), ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Õ
ÐÒÉÚÎÁËÁ A ÚÁÒÅÇÉÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÏ ÓÏÂÙÔÉÅ A É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Õ ÐÒÉÚÎÁËÁ B ÚÁÒÅÇÉÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÏ
ÓÏÂÙÔÉÅ B. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

n = n(A) + n(A) = n(B) + n(B) = n(A;B) + n(A;B) + n(A;B) + n(A;B):
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õËÁÚÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ (2× 2)-ÔÁÂÌÉÃÙ

A = A A = A ∑

B = B n(A;B) n(A;B) n(B) = n(A;B) + n(A;B)
B = B n(A;B) n(A;B) n(B) = n(A;B) + n(A;B)∑ n(A) = n(A;B) + n(A;B) n(A) = n(A;B) + n(A;B) n(A) + n(A) = n(B) + n(B)

,

ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ (2×2)-ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ ÐÒÉÚÎÁËÏ×. þÉÓÌÏ×ÙÅ ÄÁÎÎÙÅ (2×2)-ÔÁÂÌÉÃÙ
ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÎÉÖÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ Ï Ó×ÑÚÉ (×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÉ) ÐÒÉÚÎÁËÏ× A É B.

1) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ, ÓÄÅÌÁÔØ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ù×ÏÄ ÌÉÂÏ Ï ÎÁ-
ÌÉÞÉÉ ÐÒÑÍÏÊ (ÏÂÒÁÔÎÏÊ) Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÐÒÉÚÎÁËÁÍÉ A É B, ÌÉÂÏ ÏÂ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ Ó×ÑÚÉ
ÍÅÖÄÕ A É B.

2) åÓÌÉ × ÐÅÒ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÐÒÑÍÏÊ (ÏÂÒÁÔÎÏÊ) Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ
ÐÒÉÚÎÁËÁÍÉ A É B, ÔÏ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å
ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏÊ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÁÄÅË×ÁÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÏÐÙÔÁ ÐÏÌÕ-
ÞÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÏÛÉÂËÉ ÜÔÏÇÏ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÈ n = 27. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ×
ÆÏÒÍÅ (2×2)-ÔÁÂÌÉÃ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ ÐÒÉÚÎÁËÏ× Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÐÁÒ ÐÒÉÚÎÁËÏ×.

A = A A = A ∑

B = B 10 3 n(B) = 10 + 3 = 13
B = B 4 10 n(B) = 4 + 10 = 14∑ n(A) = 10 + 4 = 14 n(A) = 3 + 10 = 13 n = n(A) + n(A) = n(B) + n(B) = 27

ôÁÂÌÉÃÁ 1.

A = A A = A ∑

B = B 7 6 n(B) = 7 + 6 = 13
B = B 7 7 n(B) = 7 + 7 = 14∑ n(A) = 7 + 7 = 14 n(A) = 6 + 7 = 13 n = n(A) + n(A) = n(B) + n(B) = 27

ôÁÂÌÉÃÁ 2.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ×ÏÐÒÏÓÕ Ï
Ó×ÑÚÉ ÓÏÂÙÔÉÊ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÅ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÙ ÒÅÃÅÐÔÙ
ÁÎÁÌÉÚÁ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÉÚ (2 × 2)-ÔÁÂÌÉÃ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ ÐÒÉÚÎÁËÏ×. ïÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÞÁ-
ÓÔÏÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÅÅ × ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ, ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ
ÓÄÅÌÁÔØ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ 1 ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÌÉ-
ÞÉÅ ÐÒÑÍÏÊ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÐÒÉÚÎÁËÁÍÉ, Á ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ 2
Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÀÔ ÏÂ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ Ó×ÑÚÉ.
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§8. ó×ÑÚØ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ
÷ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ Ó×ÑÚÉ ÓÏÂÙÔÉÊ A É B ÓÌÕÖÉÔ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏÓÔØ Pr{A|B} ÓÏÂÙÔÉÑ A ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ B, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ËÁË

Pr{A|B} def= Pr{(A;B)}
Pr{B} : (1)

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÌÉÛØ × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Pr{B} 6= 0.
ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÞÁÓÔÏÔÁÍÉ, ÄÌÑ ÔÏ-

ÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÁ×ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Pr{A|B} ÉÚ (1) ËÁË ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÁÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ÓÏÂÙÔÉÑ B. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÎÁÚÏ×£Í ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ B
ÎÁÓÔÕÐÉÌÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

n(A;B)
n(B) = n(A;B)

n(A;B) + n(A;B) = n(A;B)=n
n(B)=n ; (2)

Ô.Å. ÞÁÓÔÏÔÕ ÓÏÂÙÔÉÑ A, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÎÅ ÐÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ n ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ×, Á ÌÉÛØ ÐÏ
ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÔÅÈ n(B) ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÓÔÕÐÉÌÏ ÓÏÂÙÔÉÅ B. ðÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑÈ n ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Pr{A|B} ÎÁÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ B ÎÁÓÔÕÐÉÌÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ:

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ n(A;B)
n(B) ≈ Pr{A|B}:

ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2)

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ n(A;B)
n ≈ Pr{(A;B)}; Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ n(B)

n ≈ Pr{B}:

éÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÔÉ×ÉÒÕÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (1).
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ A ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÏÂÙÔÉÑ B, ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ B ÒÁ×ÎÁ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A, Ô.Å.

Pr{A|B} = Pr{A}: (3)

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ n(A;B), n(A;B), n(A;B) É n(A;B) ÉÚ ÔÁÂÌÉÃ 1 É 2 ÐÒÅÄÙ-
ÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ É ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ É ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÏÔÙ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ
B É ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÏÔÙ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÔÁÂÌÉÃÁ 1 ÄÁ£Ô

n(A;B)
n(B) = 10

13 = 0:769 ≈ Pr{A|B} É n(A)
n = 14

27 = 0:519 ≈ Pr{A}:

üÔÉ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ É ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÞÁÓÔÏÔÙ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. äÌÑ ÔÁÂÌÉÃÙ 2
ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ É ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÓÔØ

n(A;B)
n(B) = 7

13 = 0:538 ≈ Pr{A|B} É n(A)
n = 14

27 = 0:519 ≈ Pr{A}:
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éÈ ÏÔÌÉÞÉÅ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÔÁÂÌÉÃÙ 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁ-
ÔÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÒ£È ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÎÙÍ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍ Pr{A|B}, Pr{A|B} É Pr{A|B}. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ ÔÁÂÌÉÃÙ 1 ÍÏÖÎÏ
ÓÄÅÌÁÔØ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ù×ÏÄ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ Ó×ÑÚÉ ÐÒÉÚÎÁËÏ× A É B, Ô.Å. ÏÔ×ÅÒÇÎÕÔØ ÇÉÐÏÔÅÚÕ
ÏÂ ÉÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ Ó×ÑÚÉ), Á ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÄÁÎÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃÙ 2 ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ
ÎÅÌØÚÑ.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (1) É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÏÂÙ-
ÔÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ Pr{(A;B)} = Pr{A} · Pr{B}:
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ A ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ B, ÔÏ É B ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ A, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É B. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óÏÂÙÔÉÑ A É B ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Pr{(A;B)} = Pr{A} · Pr{B}: (4)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. æÏÒÍÕÌÁ (4) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÚÁ×É-
ÓÉÍÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ Pr{B} > 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÏÄÅÌØ (2 × 2)-ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ (2 × 2)-ÔÁÂÌÉÃÙ ÄÌÑ
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÒÉÚÎÁËÏ×, ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÉÓÈÏÄÁ Pr{(A;B)} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×ÏÍ (4), Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÒ£È ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ× Pr{(A;B)}, Pr{(A;B)}
É Pr{(A;B)} ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ p, 0 < p < 1, - ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ. ôÏÇÄÁ ÍÏÄÅÌØ (2 × 2)-
ÔÁÂÌÉÃÙ ÄÌÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÒÉÚÎÁËÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ

Pr{A} = Pr{B} = p; É Pr{A} = Pr{B} = 1− p;

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÏÄÅÌØ (2; p)-ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ××ÅÄ£ÎÎÏÅ
ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÝÁÑ ÍÏÄÅÌØ (n; p)-ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÚ n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ, ÇÄÅ × ËÁÖÄÏÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ
ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÉÂÏ "ÕÓÐÅÈ" Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p, ÌÉÂÏ "ÎÅÕÄÁÞÁ" Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ
ÖÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1− p.

ó×ÏÊÓÔ×Á.
1) äÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ 
 É ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ ∅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ Ó ÌÀÂÙÍ ÓÏÂÙÔÉÅÍ A.

2) åÓÌÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A É B ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÓÏÂÙÔÉÑ A É B ÔÁËÖÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

3) éÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÊ A É B ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÊ A É B.

4) íÏÄÅÌØ (2×2)-ÔÁÂÌÉÃÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ (2×2)-ÔÁÂÌÉÃÙ ÄÌÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÒÉÚÎÁ-
ËÏ× ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (4).

ðÅÒ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4), ÐÏÌÁÇÁÑ × ÎÅÊ ÓÎÁÞÁÌÁ
B = 
, Á ÚÁÔÅÍ B = ∅. ôÒÅÔØÅ É ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÅÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ
Ó×ÏÊÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Pr{(A;B)} = Pr{B} − Pr{(A;B)} = Pr{B} − Pr{(A;B)} =

= Pr{B} − Pr{A} · Pr{B} = Pr{B} · (1− Pr{A}) = Pr{B} · Pr{A}:
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ä×Á ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÏÄÅÌÅÊ (2× 2)-ÔÁÂÌÉÃ:

A = A A = A ∑

B = B Pr{(A;B)} = 1=4 Pr{(A;B)} = 1=4 Pr{B} = 1=2
B = B Pr{(A;B)} = 1=4 Pr{(A;B)} = 1=4 Pr{B} = 1=2∑ Pr{A} = 1=2 Pr{A} = 1=2 1

,

A = A A = A ∑

B = B Pr{(A;B)} = 1=2 Pr{(A;B)} = 0 Pr{B} = 1=2
B = B Pr{(A;B)} = 0 Pr{(A;B)} = 1=2 Pr{B} = 1=2∑ Pr{A} = 1=2 Pr{A} = 1=2 1

.

ðÅÒ×ÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÍÏÄÅÌÉ (2 × 2)-ÔÁÂÌÉÃÙ ÄÌÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÒÉÚÎÁËÏ×.
ïÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÍÏÄÅÌÉ (2; 1=2)-ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ. ÷ÔÏÒÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÓÉÌØÎÕÀ
ÐÒÑÍÕÀ Ó×ÑÚØ ÐÒÉÚÎÁËÏ×, ËÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

Pr{A|B} = Pr{(A;B)}
Pr{B} = 1=2

1=2 = 1; Pr{B|A} = Pr{(A;B)}
Pr{A} = 1=2

1=2 = 1:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÊ (ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ) Pr{A} = Pr{B} = 1=2 × ÏÂÅÉÈ
ÍÏÄÅÌÑÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.

§9. çÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ (2× 2)-ÔÁÂÌÉÃ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ
× ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÒÉÚÎÁËÏ×
ðÒÉ×ÅÄ£Í ÓÐÉÓÏË ×ÓÅÈ 14 ×ÁÒÉÁÎÔÏ× (2× 2)-ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ

A = A A = A ∑

B = B n(A;B) n(A;B) n(B) = n(A;B) + n(A;B)
B = B n(A;B) n(A;B) n(B) = n(A;B) + n(A;B)∑ n(A) = n(A;B) + n(A;B) n(A) = n(A;B) + n(A;B) n(A) + n(A) = n(B) + n(B)

,

ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ × ÏÐÙÔÁÈ Ó n = 27 ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n(A) = 14
É n(B) = 13:

13− i i = n(A;B) 13
i+ 1 13− i 14
14 13 27

=
13 0 13
1 13 14
14 13 27

,
12 1 13
2 12 14
14 13 27

,
11 2 13
3 11 14
14 13 27

,

10 3 13
4 10 14
14 13 27

,
9 4 13
5 9 14
14 13 27

,
8 5 13
6 8 14
14 13 27

,
7 6 13
7 7 14
14 13 27

,

6 7 13
8 6 14
14 13 27

,
5 8 13
9 5 14
14 13 27

,
4 9 13
10 4 14
14 13 27

,
3 10 13
11 3 14
14 13 27

,
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2 11 13
12 2 14
14 13 27

,
1 12 13
13 1 14
14 13 27

,
0 13 13
14 0 14
14 13 27

.

ëÁÖÄÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÉÄÅÎÔÉÆÉÃÉÒÕÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ n(A;B) = i, ÇÄÅ i = 0; 1; : : : ; 13.
úÄÒÁ×ÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÐÙÔÏ× Ó n = 27 ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÍÉ ÂÕ-

ÄÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÞÅÔÙÒ£È-ÐÑÔÉ (ÉÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÞÅÔÙÒ£È-ÐÑÔÉ) ÔÁÂÌÉÃ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÎÁÄ£ÖÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÐÒÑÍÏÊ
(ÏÂÒÁÔÎÏÊ) Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÐÒÉÚÎÁËÁÍÉ, Ô.Å. ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ Ó×ÑÚÉ ÎÅ
ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ×ÉÄÉÍÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÙ ÐÏÄ-
Ô×ÅÒÖÄÁÀÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ Ó×ÑÚÉ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÏÛÉÂËÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ ÐÒÉÚÎÁËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ
ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

Pr{n(A;B) = i |n(A) = 14; n(B) = 13} =
(13
i
)( 14

13−i
)

(27
13

) ; i = 0; 1; : : : ; 13:

üÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

Qi(M1;M2;m) def=
(
M1
i

)
·
(
M2
m− i

) /(
M1 +M2

m

)
; 0 ≤ i ≤ m ≤M1 ≤M2:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ∑m
i=1 Qi(M1;M2;m) = 1:

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÌÉ ÐÏ ÔÁÂÌÉÃÁÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÎÉÖÎÉÅ �−k , k = 2; 3; 4, É ×ÅÒÈÎÉÅ �+
k ,

k = 8; 9; 10, "È×ÏÓÔÙ" ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ:

�−k = Pr{n(A;B) ≤ k |n(A) = 14; n(B) = 13} =
k∑

i=0

(13
i
)( 14

13−i
)

(27
13

) =



:0014; ÅÓÌÉ k = 2,
:016; ÅÓÌÉ k = 3,
:087; ÅÓÌÉ k = 4,

�+
k = Pr{n(A;B) ≥ k |n(A) = 14; n(B) = 13} =

13∑

i=k

(13
i
)( 14

13−i
)

(27
13

) =



:006; ÅÓÌÉ k = 10,
:041; ÅÓÌÉ k = 9,
:169; ÅÓÌÉ k = 8.

÷Ù×ÏÄÙ Ï Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÐÒÉÚÎÁËÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ.
÷Ù×ÏÄÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÐÙÔÏ× Ó n = 27 ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÍÉ ÐÏÌÕÞÅÎÁ

(2× 2)-ÔÁÂÌÉÃÁ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ

n(A) = 14; n(B) = 13; n(A;B) = k; ÇÄÅ k = 2; 3; 4 ÉÌÉ k = 10; 9; 8:

ðÒÉ k = 2; 3; 4 (k = 10; 9; 8) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÏÐÉÒÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÚÄÒÁ×ÙÊ ÓÍÙÓÌ ÒÅÛÅÎÉÅ Ï ÎÁÌÉ-
ÞÉÉ ÐÒÑÍÏÊ (ÏÂÒÁÔÎÏÊ) Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÐÒÉÚÎÁËÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÏÛÉÂËÉ
ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÐÒÑÍÏÊ (ÏÂÒÁÔÎÏÊ) Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÐÒÉÚÎÁËÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÞÉÓÌÏ �−k , (�+

k ), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÐÒÁÓÎÏÇÏ ÏÔËÁÚÁ ÏÔ
ÇÉÐÏÔÅÚÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÐÒÉÚÎÁËÏ×.
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§10. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ
§10.1. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÏÐÙÔ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ 
 = {!} É ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÉÓÅÌ

Pr{!}; 0 ≤ Pr{!} ≤ 1;
∑
!

Pr{!} = 1;

Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ � = �(!), ÏÐÒÅ-

ÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÑÈ ! ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 
 = {!}.
ðÒÉÍÅÒ. (óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ × ÍÏÄÅÌÉ (n; p)-ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ.) ðÕÓÔØ Ä×ÏÉÞ-

ÎÙÅ (ÉÚ 1 É 0) ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! = (x1; x2; : : : ; xn) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÏÂÙ-
ÔÉÑÍÉ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ (n; p)-ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÏÐÙÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÉÓÈÏÄÁÍÉ × i-ÔÏÍ,
i = 1; 2; : : : ; n, ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ: ÕÓÐÅÈÏÍ ÉÌÉ ÎÅÕÄÁÞÅÊ. õÓÐÅÈ × ËÁÖÄÏÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó
ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p, 0 < p < 1, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ 1, Á ÎÅÕÄÁÞÁ ÐÒÏÉÓÈÏ-
ÄÉÔ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1−p É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ,
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ! = (x1; x2; : : : ; xn) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÒÏ-
ÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÓÈÏÄÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÒÁÚÎÙÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÍ:

Pr{!} = Pr{(x1; x2; : : : ; xn)} = Pr{x1} · Pr{x2} · : : : · Pr{xn};
ÇÄÅ Pr{1} = p, Á Pr{0} = 1 − p. ÷×ÅÄ£Í Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i = �i(!), ËÁÖÄÁÑ
ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÑÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 1 ÉÌÉ 0:

�i = �i(!) =
{ 1; ÅÓÌÉ × i-ÏÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ ÂÙÌ ÕÓÐÅÈ,

0; ÅÓÌÉ × i-ÏÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ ÂÙÌÁ ÎÅÕÄÁÞÁ, i = 1; 2; : : : ; n

Á ÔÁËÖÅ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Sn = Sn(!), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÞÉÓÌÏÍ ÕÓÐÅÈÏ× × n ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ,
ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÑÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ n+ 1 ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ {0; 1; : : : ; n}:

Sn = Sn(!) = k; ÅÓÌÉ × n ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ k ÕÓÐÅÈÏ×; k = 0; 1; : : : ; n:

äÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ n = 3 ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊ:
! = (x1; x2; x3) Pr{!} �1 = �1(!) �2 = �2(!) �3 = �3(!) S3 = S3(!)
! = (0; 0; 0) (1− p)3 0 0 0 0
! = (0; 0; 1) p(1− p)2 0 0 1 1
! = (0; 1; 0) p(1− p)2 0 1 0 1
! = (0; 1; 1) p2(1− p) 0 1 1 2
! = (1; 0; 0) p(1− p)2 1 0 0 1
! = (1; 0; 1) p2(1− p) 1 0 1 2
! = (1; 1; 0) p2(1− p) 1 1 0 2
! = (1; 1; 1) p3 1 1 1 3

,
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æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÚÁÐÉÓÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ËÁË ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ! = (x1; x2; : : : ; xn) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

�i = �i(!) = �i((x1; x2; : : : ; xn)) = xi; i = 1; 2; : : : ; n;

Sn = Sn(!) = Sn((x1; x2; : : : ; xn)) =
n∑

i=1
xi =

n∑

i=1
�i:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � ÞÅÒÅÚ a1; a2; : : : ; aK , K = 1; 2; : : :.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ K = 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ � = c, ÇÄÅ c = a1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏ-
ÑÎÎÏÊ (ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÊ) ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ. úÎÁÞÅÎÉÑ a1; a2; : : : ; aK ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ËÁË
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ, ÔÁË É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ. ðÒÉ K ≥ 2 ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÑ ÏÂÝ-
ÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a1 < a2 < · · · < aK . ðÕÓÔØ qk, k = 1; 2; : : : ;K, ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ
ÓÏÂÙÔÉÑ {� = ak}, Ô.Å.

qk = Pr{� = ak}; ÇÄÅ
K∑

k=1
qk = 1:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ q(x) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x, −∞ ≤ x ≤ ∞, ×ÉÄÁ:

q(x) def=
{ qk; ÅÓÌÉ x = ak, k = 1; 2; : : : ;K,

0; ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x, −∞ ≤ x ≤ ∞,

ôÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ q(x) ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ.
íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÒÁÔËÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

� ∼ q(x) =
{ qk; ÅÓÌÉ x = ak, k = 1; 2; : : : ;K,

0; ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x. (1)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÊ (ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ) ×ÅÌÉÞÉÎÙ � = c ÔÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÉÍÅÅÔ
×ÉÄ

c ∼ q(x) =
{ 1; ÅÓÌÉ x = c,

0; ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x.
äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, −∞ ≤ x ≤ ∞, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

q(x) = Pr{� = x} ≥ 0 É
∑
x

q(x) =
K∑

k=1
qk = 1: (2)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ −∞ ≤ a < b ≤ ∞ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ

Pr{a ≤ � ≤ b} =
∑

x : a≤x≤b
q(x): (3)

úÁÐÉÓØ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ∑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÅÒ£ÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ
x ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ a ≤ x ≤ b.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. æÕÎËÃÉÑ F (t) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ t, −∞ ≤ t ≤ ∞, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � (ÉÌÉ, ËÒÁÔËÏ, � ∼ F (t)), ÅÓÌÉ
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F (t) def= Pr{� < t} =
∑

x : x<t
q(x) =





0; ÅÓÌÉ t ≤ a1,
q1; ÅÓÌÉ a1 < t ≤ a2,
q1 + q2; ÅÓÌÉ a2 < t ≤ a3,
: : : : : : : : :∑k
i=1 qi; ÅÓÌÉ ak < t ≤ ak+1, k = 1; 2; : : : ;K − 1,

: : : : : : : : :∑K−1
i=1 qi; ÅÓÌÉ aK−1 < t ≤ aK ,

1; ÅÓÌÉ t > aK .
(4)

æÕÎËÃÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F (t) ÅÓÔØ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÍÅÎÑÀÝÁÑ Ó×ÏÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÁÈ,
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ a1 < a2 < : : : < aK ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �.

÷ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÏÐÙÔÁÈ ÃÅÌØÀ ÜËcÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ
Ï ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ 1 ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (1) ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (ÐÒÉÚÎÁËÁ) � ÎÁ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÏÐÙÔÏ× Ó n ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÍÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
ÏÎ ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÕÅÔ ÏÄÎÏ ÉÚ {a1; a2; : : : ; aK} ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �.

ðÕÓÔØ n(ak), { ÚÁÒÅÇÉÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ × n ÏÐÙÔÁÈ ÞÉÓÌÏ ÉÓÐÙÔÕÅÍÙÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÚÎÁË
� = ak. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, 0 ≤ n(ak) ≤ n É ∑K

k=1 n(ak) = n. åÓÌÉ K ¿ n, ÔÏ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÞÁÓÔÏÔÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ

qk = Pr{� = ak} ≈ n(ak)
n ; k = 1; 2; : : : ;K:

äÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ K > n) ÔÁËÏÅ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. öÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-
ÓÔÅÊ (1) ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ ÜËcÐÅ-
ÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÚÁÊÍ£ÍÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ××ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×,
Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÕÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. þÉÓÌÁ

M� def=
∑
x

x · q(x) =
K∑

k=1
ak · qk; D� def=

∑
x

(x−M�)2 · q(x) =
K∑

k=1
(ak −M�)2 · qk (5)

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁÎÉÅÍ (ÓÒÅÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ) É ÄÉÓÐÅ-
ÒÓÉÅÊ (ÓÒÅÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ ÏÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ) ÓÌÕÞÁÊ-
ÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (1).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ D� ≥ 0. þÉÓÌÏ �� def= √D�, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ �, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ a1 < a2 < · · · < aK Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÓÌÕÞÁÊ-
ÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �, ÔÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ M� ËÁË ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
� Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ a1 ≤ M� ≤ aK .

1îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÙÞÎÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒ ÚÎÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {a1; a2; : : : ; aK} ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �, ÎÏ ÎÅ
ÚÎÁÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ qk = Pr{� = ak}, k = 1; 2; : : : ;K, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÒÉÚÎÁË � ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.
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ðÒÉÍÅÒ. (íÏÄÅÌØ (n; p)-ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ.) òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i, i =
1; 2; : : : ; n, ËÏÔÏÒÙÅ × ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÕÀÔ ÕÓÐÅÈÉ - ÎÅÕÄÁÞÉ × n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙ-
ÔÙÎÉÑÈ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ:

�i ∼ q(x) =




1− p; ÅÓÌÉ x = 0,
p; ÅÓÌÉ x = 1,
0; ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x, −∞ ≤ x ≤ ∞,

ÉÌÉ

�i ∼ F (t) = Pr{�i < t} =




0; ÅÓÌÉ t ≤ 0,
1− p; ÅÓÌÉ 0 < t ≤ 1,
1; ÅÓÌÉ t > 1.

çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F (t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÎÑÅÔ Ó×ÏÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉ t = 0 É ÐÒÉ t = 1. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ

M�i =
K∑

k=1
ak · qk = 0 · (1− p) + 1 · p = p;

Á ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ

D�i =
K∑

k=1
(ak −M�i)2 · qk = (0− p)2 · (1− p) + (1− p)2 · p = p(1− p)[p+ (1− p)] = p(1− p):

þÉÓÌÏ ÕÓÐÅÈÏ× × n ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ

Sn ∼ q(x) =
{ (n

x
)px(1− p)n−x; ÅÓÌÉ x = 0; 1; : : : ; n,

0; ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x, −∞ ≤ x ≤ ∞.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ Sn ∼ F (t), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

F (t) = Pr{Sn < t} =




0; ÅÓÌÉ t ≤ 0,∑k
i=0

(n
i
)pi(1− p)n−i; ÅÓÌÉ k < t ≤ k + 1, k = 0; 1; : : : ; n− 1,

1; ÅÓÌÉ t > n.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ 0 ≤ a ≤ b ≤ n ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ

Pr{a ≤ Sn ≤ b} =
b∑

i=a

(
n
i

)
pi(1− p)n−i:

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ É ÄÉÓÐÅ-
ÒÓÉÉ ÞÉÓÌÁ ÕÓÐÅÈÏ× × ÍÏÄÅÌÉ (n; p)-ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ:

MSn =
n∑

i=0
i ·

(
n
i

)
pi(1− p)n−i = np;

DSn =
n∑

i=0
(i− np)2 ·

(
n
i

)
pi(1− p)n−i = np(1− p):
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§10.2. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ
æÏÒÍÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ
ÍÏÄÅÌÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ N ÚÎÁÞÅÎÉÊ. üÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÒÅÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÂÏÒ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ
ÔÏÞÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏ×, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÂÌÀÄÁÀÔÓÑ (ÉÚÍÅÒÑÀÔÓÑ) ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÌÕÞÁÊ-
ÎÏÇÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ � ×ÓÅÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ× N
ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÙÔÁ ×ÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÞ£ÔÏ× × ÓÉ-
ÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ N → ∞, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ×ÍÅÓÔÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÊ ÎÉÖÅ ÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉ-
ÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÏÐÙÔÁ � × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÕÓÔØ p(x) ≥ 0 { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x, −∞ < x < ∞,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∫ ∞

−∞
p(x) dx = 1; p(x) ≥ 0: (2′)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2'. ðÕÓÔØ −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.
æÕÎËÃÉÑ p(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � (ÉÌÉ, ËÒÁÔËÏ,
� ∼ p(x)), ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ {a ≤ � ≤ b}, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Pr{a ≤ � ≤ b},
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ p(x) ÐÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÕ [a; b]:

Pr{a ≤ � ≤ b} def=
∫ b

a
p(t) dt: (3′)

ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ q(x) × ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ëÁË É × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅÍ, ÄÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3'. æÕÎËÃÉÑ F (x) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x, −∞ < x <∞, ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

F (x) def= Pr{� < x} = Pr{−∞ < � < x} =
∫ x

−∞
p(t) dt; −∞ < x <∞; (4′)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � (ÉÌÉ, ËÒÁÔËÏ, � ∼ F (x)).
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4'. þÉÓÌÁ

M� def=
∫ ∞

−∞
x · p(x) dx; D� def=

∫ ∞

−∞
(x−M�)2 · p(x) dx; (5′)

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁÎÉÅÍ (ÓÒÅÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ) É ÄÉÓÐÅ-
ÒÓÉÅÊ (ÓÒÅÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ ÏÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ) ÓÌÕÞÁÊ-
ÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p(x).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ D� ≥ 0. þÉÓÌÏ �� = √D�, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ �, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �.
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ðÒÉÍÅÎÑÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÔÅÏÒÅÍÕ îØÀÔÏÎÁ - ìÅÊÂÎÉÃÁ) Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ
ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ ×ÅÒÈÎÅÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ó×ÏÊÓÔ×Ï 1. åÓÌÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p(x) ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ×ÓÅÊ
ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ −∞ < x < ∞, ÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÎÉÑ F (x) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

1) ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ F ′(x) = p(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, −∞ < x < ∞, Ô.Å. ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

2) åÓÌÉ a < b, ÔÏ Pr{a ≤ � ≤ b} = ∫ b
a p(t) dt = F (b)− F (a).

ðÒÉÍÅÒ. (òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ N (a; �)). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ
ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊN (0; 1)
(ÉÌÉ, ËÒÁÔËÏ, � ∼ N (0; 1)), ÅÓÌÉ Å£ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p(x) = g(x), Á ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÓ-
ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F (x) = G(x), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ g(x) É G(x) ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

g(x) def= 1√
2�
e−x2=2 = G′(x); G(x) def=

∫ x

−∞
g(t) dt =

∫ x

−∞
1√
2�
e−t2=2 dt:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ g(x) {ÞÅÔÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÆÕÎËÃÉÑG(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ
ÏÔ 0 ÄÏ 1, ÐÒÉÞÅÍ

G(−∞) = 0; G(0) = 1=2; G(∞) = 1:
ðÕÓÔØ a É � > 0 { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ
ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a É � (ÉÌÉ, ËÒÁÔËÏ,
� ∼ N (a; �)), ÅÓÌÉ Å£ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p(x) = f�(x), Á ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
F (x) = F�(x), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ f�(x) É F�(x) ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

f�(x) def= �−1g
(x− a

�

)
= 1
�
√

2�
e−(x−a)2=2�2 ; F�(x) def= G

(x− a
�

)
=

∫ x−a
�

−∞
g(t) dt;

ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ

� def= a+ � · � ÉÌÉ N (a; �) def= a+ � · N (0; 1):

äÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ M� É ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ D� ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

M� =
∫ ∞

−∞
tf�(t) dt = a; D� =

∫ ∞

−∞
(t− a)2f�(t) dt = �2:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒ � = √D� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÑ N (a; �). ðÕÓÔØ −∞ ≤ A < B ≤ ∞ { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á 1,
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ � ∼ N (a; �) × ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË [A;B] ×ÙÞÉÓÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

Pr{A ≤ � ≤ B} =
∫ B

A
f�(t) dt =

∫ (B−a)=�

(A−a)=�
g(t) dt = G

(B − a
�

)
−G

(A− a
�

)
:
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äÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ Ó×ÏÄÉÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ � ∼ N (a; �) Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÐÏ ÔÁÂÌÉ-
ÃÁÍ ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ � ∼ N (0; 1). üÔÉ ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

íÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÎÁÂÌÀÄÅ-
ÎÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂ ÉÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ N (a; �) Ó ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a É �, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ.

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏ-
ÖÅÎÉÅ ÏÂ N (a; �) ÄÌÑ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÙÈ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÌÉ
ÒÁÎÇÏ×ÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ. äÌÑ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÁÎÇÏ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ×ÁÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F (x).

ó×ÏÊÓÔ×Ï 2. ðÕÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � ÉÍÅÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÎÉÑ F (x), ËÏÔÏÒÁÑ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x, −∞ < x < ∞,
ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 0 < F (x) < 1. ôÏÇÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � def= F (�) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×ÁÍ 0 < � < 1 É ÉÍÅÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

U(t) = Pr{� < t} =




0; ÅÓÌÉ t ≤ 0,
t; ÅÓÌÉ 0 < t < 1,
1; ÅÓÌÉ t ≥ 1.

ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F (x).
äÁÎÎÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ U(t) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0 ; 1). åÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(0 ; 1):

u(t) = U ′(t) =
{ 1; ÅÓÌÉ 0 < t < 1,

0; ÅÓÌÉ t ≤ 0 ÉÌÉ t ≥ 1,
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ) � ÉÍÅÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0 ; 1), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ 0 ≤ a < b ≤ 1 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ
× ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a ; b) ÒÁ×ÎÁ ÄÌÉÎÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ b− a, Ô.Å. Pr{a < � < b} = b− a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÏÊÓÔ×Á 2. ðÏÓËÏÌØËÕ t = F (x) ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ
×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÏÔ t = 0 ÄÏ t = 1 ÆÕÎËÃÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x, −∞ < x <∞, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ t = F (x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÁÑ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÏÔ x = −∞ ÄÏ x = ∞ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x = F−1(t),
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ t, 0 < t < 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ, × ÓÉÌÕ ÓÔÒÏÇÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÊ
É ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ,

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t; 0 < t < 1; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x : F (x) < t} = {x : x < F−1(t)}
É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t; 0 < t < 1; ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï F
(
F−1(t)

)
= t:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t, 0 < t < 1, ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

U(t) = Pr{� < t} = Pr{F (�) < t} = Pr{� < F−1(t)} = F
(
F−1(t)

)
= t:

ó×ÏÊÓÔ×Ï 2 ÄÏËÁÚÁÎÏ.
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§11. óÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ,
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ
§11.1. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ
ðÕÓÔØ {a1; a2; : : : ; aK} { ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � = �(!) É ÉÎÄÅËÓ
k = 1; 2; : : :K. ðÕÓÔØ {b1; b2; : : : ; bJ} { ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � =
�(!), É ÉÎÄÅËÓ j = 1; 2; : : : J .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ (ÍÁÔÒÉÃÁ) {qkj} = ‖qkj‖ ÉÚ K · J ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

qkj ≥ 0;
K∑

k=1

J∑

j=1
qkj = 1 (1)

É ÚÁÄÁÀÝÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ

qkj def= Pr{� = ak; � = bj}; k = 1; 2; : : :K; j = 1; 2; : : : J; (2)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�; �).
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÙÔÉÑ

{� = ak; � = bj} k = 1; 2; : : :K; j = 1; 2; : : : J;

ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, Ô.Å. ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÂÙÔÉÅ

{� = ak} =
J∑

j=1
{� = ak; � = bj}; k = 1; 2; : : :K;

Á ÓÏÂÙÔÉÅ
{� = bj} =

K∑

k=1
{� = ak; � = bj}; j = 1; 2; : : : J:

ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ×ÁÖÎÏÅ
ó×ÏÊÓÔ×Ï 1. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÆÏÒÍÕÌÙ

Pr{� = ak} =
J∑

j=1
Pr{� = ak; � = bj} =

J∑

j=1
qkj

def= qk: k = 1; 2; : : :K;

Pr{� = bj} =
K∑

k=1
Pr{� = ak; � = bj} =

K∑

k=1
qkj

def= q:j j = 1; 2; : : : J

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ {qkj} ÐÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�; �)
×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÁÍÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É �.

óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ {qkj} = ‖qkj‖ ÆÕÎËÃÉÀ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x,
−∞ ≤ x ≤ ∞, É y, −∞ ≤ y ≤ ∞:

q(x; y) def=
{ qkj ; ÅÓÌÉ x = ak, Á y = bj ,

0; × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.
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ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÁÒÙ (�; �) É ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ
Ó×ÏÊÓÔ×Á 1 ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÁÍÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É � ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

Pr{� = x; � = y} = q(x; y);

Pr{� = x} =
∑
y
q(x; y) def= q(x; :); Pr{� = y} =

∑
x
q(x; y) def= q(:; y): (3)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ (x; y) ÓÏÂÙÔÉÑ {� = x} É {� = y} ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, Ô.Å.

q(x; y) = Pr{� = x; � = y} def= Pr{� = x} · Pr{� = y} = q(x; :) · q(:; y): (4)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �+ �, Ô.Å. ÚÁÄÁÞÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. ëÁË ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x, −∞ ≤ x ≤ ∞,
×ÙÞÉÓÌÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Pr{� + � = x} ?

ó×ÏÊÓÔ×Ï 2. äÌÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É � ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÆÏÒÍÕÌÙ

Pr{� + � = x} =
∑
y

Pr{� = x− y; � = y} =
∑
y
q(x− y; y); −∞ ≤ x ≤ ∞; (5)

ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

Pr{� + � = x} =
∑
y

Pr{� = x− y} · Pr{� = y} =
∑
y
q(x− y; :) · q(:; y); −∞ ≤ x ≤ ∞: (6)

§11.2. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ
ðÕÓÔØ p(x; y) ≥ 0 { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÏ× x, −∞ < x < ∞, É y, −∞ < y < ∞, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p(x; y) dx dy = 1; p(x; y) ≥ 0; (1′)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1'. ðÕÓÔØ −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ É −∞ ≤ c ≤ d ≤ ∞ { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. æÕÎËÃÉÑ p(x; y) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÐÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�; �), ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ {a ≤ � ≤ b; c ≤ � ≤ d} ÚÁÄÁÅÔÓÑ
ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ p(x; y) ×ÉÄÁ:

Pr{a ≤ � ≤ b; c ≤ � ≤ d} def=
∫ b

a

∫ d

c
p(x; y) dx dy: (2′)

æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ×ÅÌÉÞÉÎ � É � ÐÏ
ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÉÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÁ£Ô
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ó×ÏÊÓÔ×Ï 1'. åÓÌÉ ÐÁÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�; �) ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓ-
ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p(x; y), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ

p(x; :) def=
∫ ∞

−∞
p(x; y) dy def= p�(x) É p(:; y) def=

∫ ∞

−∞
p(x; y) dx def= p�(y) (3′)

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÌÏÔÎÏÓÔÑÍÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ � É �, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
ÞÉÓÅÌ −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ É ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ −∞ ≤ c ≤ d ≤ ∞

Pr{a ≤ � ≤ b} =
∫ b

a
p(x; :) dx É Pr{c ≤ � ≤ d} =

∫ d

c
p(:; y) dy:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2'. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÙÈ ÞÉÓÅÌ −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ É ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ −∞ ≤ c ≤ d ≤ ∞ ÓÏÂÙÔÉÑ {a ≤ � ≤ b} É
{c ≤ � ≤ d} ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, Ô.Å. ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ {a ≤ � ≤ b; c ≤ � ≤ d}
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

Pr{a ≤ � ≤ b; c ≤ � ≤ d} def= Pr{a ≤ � ≤ b} · Pr{c ≤ � ≤ d}:

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï
ó×ÏÊÓÔ×Ï 3. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

p(x; y) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ (x; y)
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ p(x; y) ÒÁ×ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É
�, Ô.Å.

p(x; y) = p(x; :) · p(:; y); −∞ < x <∞; −∞ < y <∞: (4′)

äÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÁÎÁÌÏÇÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ó×ÏÊÓÔ×Ï 2'. åÓÌÉ ÐÁÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�; �) ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓ-

ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p(x; y), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ p�+�(x) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x, −∞ ≤ x ≤ ∞,
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

p�+�(x) def=
∫ ∞

−∞
p(x− y; y) dy; −∞ ≤ x ≤ ∞; (5′)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É �, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
ÞÉÓÅÌ −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ

Pr{a ≤ � + � ≤ b} =
∫ b

a
p�+�(x) dx =

∫ b

a

{∫ ∞

−∞
p(x− y; y) dy

}
dx:

äÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ � É �, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p�(x) É p�(x), ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ � + � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

p�+�(x) =
∫ ∞

−∞
p(x− y; :) · p(:; y) dy =

∫ ∞

−∞
p�(x− y) · p�(y) dy; −∞ ≤ x ≤ ∞: (6′)
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ðÒÉÍÅÒ. (óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ). ðÒÉÍÅÎÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 2'
ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×Å-
ÌÉÞÉÎ

� ∼ N (a1; �1); M� = a1; D� = �2
1 É � ∼ N (a2; �2); M� = a2; D� = �2

2:

óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÊ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

p�(x− y) = 1
�1
√

2�
exp

{
−[(x− y)− a1]2

2�2
1

}
; p�(y) = 1

�2
√

2�
exp

{
−[y − a2]2

2�2
2

}
;

ÇÄÅ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÚÁÐÉÓÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ exp{z} = ez. íÏÖÎÏ ÐÏ-
ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (6′) É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ
ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ p�+�(x) ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ:

p�+�(x) = 1√
�2

1 + �2
2 ·
√

2�
exp

{
−[x− (a1 + a2)]2

2(�2
1 + �2

2)

}
:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉ-
ÞÉÎ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 4. óÕÍÍÁ �+ � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � ∼ N (a1; �1) É
� ∼ N (a2; �2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ:

� + � ∼ N (a1; �1) +N (a2; �2) ∼ N
(
a1 + a2;

√
�2

1 + �2
2

)
;

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ É ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

M(� + �) = a1 + a2 = M� + M�; D(� + �) = �2
1 + �2

2 = D� + D�:

§11.3. óÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ n ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�1; �2; : : : ; �n)
óÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ n ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�1; �2; : : : ; �n) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

• ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ q = q(x1; x2; : : : ; xn), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÓÏ×ÍÅÓÔ-
ÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

q(x1; x2; : : : ; xn) ≥ 0;
n∑

i=1

∑
xi

q(x1; x2; : : : ; xn) = 1

É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÊ

Pr{�1 = x1; �2 = x2; : : : ; �n = xn} def= q(x1; x2; : : : ; xn):
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• ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ p = p(x1; x2; : : : ; xn), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÐÌÏÔÎÏ-
ÓÔØÀ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

p(x1; x2; : : : ; xn) ≥ 0;
∞∫

−∞

∞∫

−∞
: : :

∞∫

−∞
p(x1; x2; : : : ; xn) dx1 dx2 · · · dxn = 1

É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÊ

Pr{a1 ≤ �1 ≤ b1; a2 ≤ �2 ≤ b2; : : : ; an ≤ �n ≤ bn} def=

def=
b1∫

a1

b2∫

a2

: : :
bn∫

an

p(x1; x2; : : : ; xn) dx1 dx2 · · · dxn:

ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ n ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�1; �2; : : : ; �n) ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ-
ÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÍ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÅÍ n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ
(ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ) ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÅ ÜÔÁ ÍÏÄÅÌØ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒËÏÊ ÏÂß£ÍÁ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÁÒ-
ÇÕÍÅÎÔÁ x, −∞ < x < ∞, Ô.Å. ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ q(x) (ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ) ÉÌÉ
ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p(x) (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (�1; �2; : : : ; �n) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ-
ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ �i ∼ q(x) (ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ) ÉÌÉ
�i ∼ p(x) (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ), ÅÓÌÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ q = q(x1; x2; : : : ; xn) (ÄÉÓ-
ËÒÅÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ) ÉÌÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ p = p(x1; x2; : : : ; xn) (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ) ÚÁ-
ÄÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ n ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

q = q(x1; x2; : : : ; xn) def= q(x1) · q(x2) · · · · q(xn);

p = p(x1; x2; : : : ; xn) def= p(x1) · p(x2) · · · · p(xn):

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÆÏÒÍÕÌÕ (6′), ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Á 4 Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 5. ðÕÓÔØ (�1; �2; : : : ; �n) { ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ,
ÇÄÅ �i ∼ N (a; �) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; n. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÓÕÍÍÁ Sn =

n∑
i=1

�i ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ

Sn =
n∑

i=1
�i ∼ N (na; �

√
n);

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ É ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

MSn = M
{ n∑

i=1
�i

}
=

n∑

i=1
M�i = na; DSn = D

{ n∑

i=1
�i

}
=

n∑

i=1
D�i = n�2:
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§12. þÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ
§12.1. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ, ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ É ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á
1. ðÕÓÔØ � { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ,
ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ q(x) (ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ) ÉÌÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p(x) (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ). óÉÍ×ÏÌÏÍ f(x) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x, −∞ ≤ x ≤ ∞, Á ÓÉÍ×ÏÌÏÍ c, −∞ ≤ c ≤ ∞, {
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ � = f(�), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ
ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Mf(�) É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Mf(�) def=





∑
x
f(x)q(x) ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ,

∞∫
−∞

f(x)p(x) dx ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.

åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, −∞ ≤ x ≤ ∞, ÐÏÌÏÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = Ó, ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ

MÓ def=





∑
x
Ó q(x) = c ·∑

x
q(x) = c ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ,

∞∫
−∞

c p(x) dx = c ·
∞∫
−∞

p(x) dx = c ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.

åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = (x−M�)2, ÔÏ ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ D� ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �:

D� =





∑
x

(x−M�)2 q(x) = M(� −M�)2 ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ,
∞∫
−∞

(x−M�)2 p(x) dx = M(� −M�)2 ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Dc = M(c−Mc)2 = M(c− c)2 = M 0 = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ôÅÏÒÅÍÁ 1.

1) íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÒÁ×ÎÏ ÜÔÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉ-
ÎÅ, Ô.Å. Mc = c.

2) äÉÓÐÅÒÓÉÑ D� ≥ 0, ÇÄÅ ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
� = c = M� { ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ É ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 2.
1) M(c · �) = c ·M�, M(� + c) = M� + c, M(� −M�) = 0;

2) D(� + c) = D�, D(c · �) = c2 ·D�, D� = M(� −M�)2 = M(�2) − (M�)2;

3) åÓÌÉ M� = 0, ÔÏ D� = M(�2).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
1)

M(c · �) =
∑
x
c · x q(x) = c ·

∑
x
x q(x) = c ·M�;

M(� + c) =
∞∫

−∞
(x+ c) p(x) dx =

∞∫

−∞
x p(x) dx+

∞∫

−∞
c p(x) dx = M� + c;

Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï M(� −M�) = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÅÓÌÉ
ÐÏÌÏÖÉÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ c = −M�.

2)

D(� + c) =
∞∫

−∞
[(x+ c)−M(� + c)]2 p(x) dx =

∞∫

−∞
(x−M�)2 p(x) dx = D�;

D(c · �) =
∑
x

[c · x−M(c · �)]2 q(x) =
∑
x
c2[x−M(�)]2 q(x) = c2 ·D�:

äÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ,
ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍ

D� =
∞∫

−∞
(x−M�)2 p(x) dx =

∞∫

−∞
[x2 − 2xM� + (M�)2] p(x) dx =

=
∞∫

−∞
x2 p(x) dx− 2M�

∞∫

−∞
x p(x) dx+ (M�)2

∞∫

−∞
p(x) dx =

= M(�2)− 2(M�)2 + (M�)2 = M(�2)− (M�)2:

3) åÓÌÉ M� = 0, ÔÏ D� = M(�2)− (M�)2 = M(�2)− 0 = M(�2).

ôÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �, ÉÍÅÀÝÁÑ "ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ" ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ
M� = 0 É D� = M(�2) = 1;

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉ-
ÄÁÎÉÅÍ a = M� É ÄÉÓÐÅÒÓÉÅÊ �2 = D� = M(� − a)2 ××ÅÄ£Í ÂÅÚÒÁÚÍÅÒÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ

�∗ def= � −M�√D� = � − a
� ;

ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÏÊ �. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ M�∗ = 0, Á ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ D�∗ = M (�∗)2 = 1.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍ

M�∗ = M(� −M�)√D� = 0; M (�∗)2 = D�∗ = D(� −M�)
D� = D�

D� = 1:

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
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2. ðÕÓÔØ (�; �) { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ Ó ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ
q(x; y) (ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ) ÉÌÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p(x; y) (ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ). óÉÍ×ÏÌÏÍ f(x; y) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Ä×ÕÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× x, −∞ ≤ x ≤ ∞ É y, −∞ ≤ y ≤ ∞.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ � = f(�; �), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ
ÐÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�; �). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ � = f(�; �) ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÁÒÙ (�; �). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ
ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÐÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�; �) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Mf(�; �) É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Mf(�; �) def=





∑
x

∑
y
f(x; y) q(x; y) ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ,

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x; y) p(x; y) dx dy ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.
(1)

åÓÌÉ × (1) ÐÏÌÏÖÉÔØ f(x; y) = x + y, ÔÏ ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÏÇÏ) ÓÌÕÞÁÑ ÉÍÅÅÍ

M(� + �) =
∑
x

∑
y

(x+ y) q(x; y) =
∑
x

∑
y
x q(x; y) +

∑
x

∑
y
y q(x; y) =

=
∑
x
x

∑
y
q(x; y) +

∑
y
y

∑
x
q(x; y) =

∑
x
x q(x; :) +

∑
y
y q(:; y) = M� + M�:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÉÈ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ, Ô.Å.

M(� + �) = M� + M�: (2)

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÒÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÐÒÉÍÅÎÉ× Ä×Á ÒÁÚÁ ÆÏÒÍÕÌÕ (2), ÐÏÌÕÞÉÍ

M(�1 + �2 + �3) = M[(�1 + �2) + �3] = M[(�1 + �2)] + M�3 = M�1 + M�2 + M�3:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á
ôÅÏÒÅÍÁ 3. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÉÈ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ, ÉÎÁÞÅ

M(�1 + �2 + · · ·+ �n) = M�1 + M�2 + · · ·+ M�n:

äÌÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÔÁËÖÅ ×ÅÒÎÁ
ôÅÏÒÅÍÁ 4. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ

×ÅÌÉÞÉÎ � É � ÒÁ×ÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ, ÉÎÁÞÅ

M(� · �) = M� ·M�: (2)

31



á.ç. äØÑÞËÏ×: ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (1) ÐÏÌÏÖÉÔØ f(x; y) = x · y, ÔÏ ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ
(ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ) ÓÌÕÞÁÑ ÉÍÅÅÍ

M(� · �) =
∑
x

∑
y

(x · y) · q(x; y):

÷ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ q(x; y) = q(x; :) · q(:; y). ðÏ-
ÜÔÏÍÕ

M(� · �) =
∑
x

∑
y

[x · q(x; :)] · [y · q(:; y)] =
[∑
x
x · q(x; :)

]
·
[∑
y

(y · q(:; y)
]

= M� ·M�

ôÅÏÒÅÍÁ 4 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É �. ÷×ÅÄ£Í,
ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ a = M� É b = M�. ðÒÉÍÅÎÑÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ 1-3, ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

D(� + �) = M[(� + �)−M(� + �)]2 = M[(� + �)− (a+ b)]2 = M[(� − a) + (� − b)]2 =

= M[(� − a)2 + (� − b)2 + 2(� − a)(� − b)] = M(� − a)2 + M(� − b)2 + 2M[(� − a)(� − b)] =
= M(� −M�)2 + M(� −M�)2 + 2M[(� −M�)(� −M�)] = D� + D� + 2cov(�; �);

ÇÄÅ ××ÅÌÉ ÞÉÓÌÏ

cov(�; �) def= M[(� −M�)(� −M�)] =
∑
x

∑
y

(x− a)(y − b) q(x; y);

ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ËÏ×ÁÒÉÁÃÉÅÊ ÐÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�; �). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÄÉÓÐÅÒÓÉÑÍÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ

D(� + �) = D� + D� + 2cov(�; �): (3)
ðÏÓËÏÌØËÕ

cov(�; �) = M[(� −M�)(� −M�)] = M[(� − a)(� − b)] = M[�� − b� − a� + ab];

ÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1-3, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

cov(�; �) = M(� · �)− bM� − aM� + ab =

= M(� · �)− 2ab+ ab = M(� · �)− ab = M(� · �)−M� ·M�;
ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÁÒÙ (�; �) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ
cov(�; �) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ D(� + �) = D� + D�: (4)
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üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÒÅÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÐÒÉÍÅÎÉ× Ä×Á ÒÁÚÁ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï (4), ÐÏÌÕÞÉÍ

D(�1 + �2 + �3) = D[(�1 + �2) + �3] = D[(�1 + �2)] + D�3 = D�1 + D�2 + D�3:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á
ôÅÏÒÅÍÁ 5. äÉÓÐÅÒÓÉÑ ÓÕÍÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÄÉÓÐÅÒÓÉÊ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÉÎÁÞÅ
D(�1 + �2 + · · ·+ �n) = D�1 + D�2 + · · ·+ D�n:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ 5 ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ×Ï ÍÎÏ-
ÇÏÍ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ×ÙÂÏÒ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ, Ô.Å. ÞÉÓÌÁ D� = M(� −M�)2, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÅÒÙ
ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÏÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÏÌØ ÖÅ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÍÅÒ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ

M|� −M�|; M|� −M�|3; M(� −M�)4;

Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÒÁ×ÎÏ
ÓÕÍÍÅ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ. (íÏÄÅÌØ (n; p) ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ). ÷×ÅÄ£ÎÎÏÅ × ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÉÚ § 9:1 ÞÉÓÌÏ
ÕÓÐÅÈÏ× Sn × n ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ âÅÒÎÕÌÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÏÄÉ-
ÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �1; �2; : : : ; �n ÇÄÅ �i, i = 1; 2; : : : ; n, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 ÉÌÉ 0, ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÕÑ "ÕÓÐÅÈ" ÉÌÉ "ÎÅÕÄÁÞÕ" × i-ÏÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

Sn = �1 + �2 + · · ·+ �n; ÇÄÅ Pr{�i = 1} = p; Pr{�i = 0} = 1− p:

÷ § 10:1 ÂÙÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ M�i = p É ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ D�i = p(1 − p).
ðÏÜÔÏÍÕ, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍ 3 É 5, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÕÓÐÅÈÏ× × n ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ
âÅÒÎÕÌÌÉ MSn = np, Á ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ÞÉÓÌÁ ÕÓÐÅÈÏ× DSn = np(1− p).

§12.2. ÷ÙÂÏÒËÁ, ×ÙÂÏÒÏÞÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ
÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÅ ×ÙÂÏÒËÏÊ ÏÂß£ÍÁ n Ó ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ (ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ) ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ: ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁÎÉÅÍ (ÓÒÅÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ) a, ÄÉÓÐÅÒÓÉÅÊ �2 É
ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F (t), −∞ < t < ∞, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÉÚ n ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ
(x1; x2; : : : ; xn) (ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ Ä×ÕÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.

1) îÁÂÌÀÄÅÎÉÑ (x1; x2; : : : ; xn) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

2) îÁÂÌÀÄÅÎÉÑ (x1; x2; : : : ; xn) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ, Ô.Å. ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÉ

a = Mxi; �2 = Dxi = M(xi − a)2; F (t) = Pr{xi < t}; i = 1; 2; : : : ; n;

ÇÄÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ � =
√Dxi ÎÁÚÙ×ÁÔÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÍ (ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ) ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞ-

ÎÙÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ×ÙÂÏÒËÉ.

33



á.ç. äØÑÞËÏ×: ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ

1. äÌÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ (x1; x2; : : : ; xn), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ
×ÙÂÏÒÏÞÎÙÍ (ÉÌÉ ÜÍÐÉÒÉÞÅÓËÉÍ) ÓÒÅÄÎÉÍ, ××ÅÄ£Í ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

�x def= x1 + x2 + · · ·+ xn
n =

n∑
i=1

xi
n :

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù-
ÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÏÍ ÐÏÓÌÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ n ÏÐÙÔÏ×.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍ 2, 3 É 5 ÎÁÈÏÄÉÍ

M�x = 1
n

n∑

i=1
Mxi = na

n = a; D�x = 1
n2

n∑

i=1
Dxi = n�2

n2 = �2

n ;
√

D�x = �√n: (5)

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ M�x ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÅÏÒÅ-
ÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÒÅÄÎÉÍ ×ÙÂÏÒËÉ a = Mxi, Á ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ

√
D�x ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÇÏ

ÓÒÅÄÎÅÇÏ × √n ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ � =
√Dxi.

ðÒÉ n→∞ ÉÍÅÅÍ
limn→∞ D�x = limn→∞

�2

n = 0: (6)
óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, D�x = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �x = M�x = a. ðÏÜÔÏÍÕ, ÏÐÉÒÁÑÓØ
ÎÁ (6), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Ó×ÑÚØ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÇÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÏÍ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÇÏ
ÓÒÅÄÎÅÇÏ �x É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÕ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ a × ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÚÁËÏÎÏÍ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. (úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ). åÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x1; x2; : : : ; xn ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÙ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÒÅÄÎÉÅ Mxi = a É ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ
ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ Dxi = �2, ÔÏ ÐÒÉ n→∞ ÉÈ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �x ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë
ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÒÅÄÎÅÍÕ a, ÉÎÁÞÅ

limn→∞ �x = limn→∞

n∑
i=1

xi
n = a ÉÌÉ �x ≈ a ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n: (7)

úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (6)-(7) ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÄÁ×ÎÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÒÅÁÌØÎÙÈ ÏÐÙÔÏ×,
ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ x1; x2; : : : ; xn
ÍÏÇÕÔ ËÏÌÅÂÁÔØÓÑ ÓÉÌØÎÏ, ÉÈ ÓÒÅÄÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ �x ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÀÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÕÀ
ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ, Ô.Å. ÍÁÌÏ ÍÅÎÑÀÔÓÑ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÅÒÉÑÈ ÏÐÙÔÏ×.

ðÒÉÍÅÒ. (íÏÄÅÌØ (n; p) ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ). ðÕÓÔØ ÐÒÉ i = 1; 2; : : : ; n ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ xi =
0; 1 ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÕÅÔ "ÕÓÐÅÈ∼ 1" ÉÌÉ "ÎÅÕÄÁÞÕ∼ 0" × i-ÏÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ âÅÒÎÕÌÌÉ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ
ÕÓÐÅÈÏ× Sn =

n∑
i=1

xi, ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ a = Mxi = p ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓÐÅÈÁ ×
ÏÄÎÏÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ, Á ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ �x = Sn=n ÅÓÔØ ÄÏÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÓÐÅÈÏ× × n ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ (n; p) ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
ÐÒÉ n→∞ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÁÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÏÍ ÄÏÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÓÐÅÈÏ× × n ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ
Ë ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ (ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÓÐÅÈÁ p × ÏÄÎÏÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ:

limn→∞
Sn
n = limn→∞

n∑
i=1

xi
n = p:
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ðÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7) ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÉ,
× ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ x1; x2; : : : ; xn ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

xi ∼ N (a; �) ÉÌÉ xi = a+ � · �i; ÇÄÅ �i ∼ N (0; 1); i = 1; 2; : : : ; n:

÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á 5 ÉÚ § 11:3:, ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ �x ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ xi, ÉÍÅÀÝÉÈ
ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ N (a; �), ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Ô.Å.

�x ∼ M�x+
√

D�x · N (0; 1) = a+ �√n · N (0; 1) ÉÌÉ �x− a
�=√n = (�x− a)√n

� ∼ N (0; 1): (8)

ðÕÓÔØ �, 1=2 < � < 1, { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÒÏ×ÎÅÍ ÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ. ÷×ÅÄ£Í
ÞÉÓÌÏ x′� > 0, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

Pr
{−x′� < N (0; 1) < x′�

}
=

x′�∫

−x′�

1√
2�

e−t2=2dt = 1− �

É ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÑ N (0; 1) ÄÌÑ ÕÒÏ×ÎÑ ÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ �. ÷ ÓÉÌÕ (8) ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ

Pr
{
−x′� <

(�x− a)√n
� < x′�

}
= 1−� ÉÌÉ Pr

{
�x− x′� · �√n < a < �x+ x′� · �√n

}
= 1−�: (9)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ � ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÕ. ôÏÇÄÁ
(9) ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ-
ÂÌÀÄÅÎÉÊ x1; x2; : : : ; xn ÉÎÔÅÒ×ÁÌ

(
a−� ; a+

�
)
; ÇÄÅ a−�

def= �x− x′� · �√n ; a+
�

def= �x+ x′� · �√n ; �x =

n∑
i=1

xi
n ;

ÎÁËÒÙ×ÁÅÔ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ a Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1−�. ôÁËÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ
× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ×ÅÒÉÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ ÉÌÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ
ÏÃÅÎËÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ a Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÄÏ×ÅÒÉÑ (ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔØÀ), ÒÁ×ÎÙÍ 1− �. ïÔÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÅ ÄÏ×ÅÒÉÑ 1 − � ÄÌÉÎÁ ÄÏ×ÅÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Ó
ÒÏÓÔÏÍ ÏÂß£ÍÁ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ n ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ 1=√n.

2. îÁÒÑÄÕ ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �x, ÄÌÑ ×ÙÂÏÒËÉ (x1; x2; : : : ; xn) ×ÙÞÉ-
ÓÌÑÀÔ ×ÙÂÏÒÏÞÎÕÀ (ÜÍÐÉÒÉÞÅÓËÕÀ) ÆÕÎËÃÉÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

Fn(t) def= ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ xi ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ xi < t
n ; −∞ < t <∞;

É ×ÙÂÏÒÏÞÎÕÀ (ÜÍÐÉÒÉÞÅÓËÕÀ) ÄÉÓÐÅÒÓÉÀ:

s2 def= (x1 − �x)2 + (x2 − �x)2 + · · ·+ (xn − �x)2

n− 1 = 1
n− 1

n∑

i=1
(xi − �x)2:
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üÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ×ÙÂÏÒÏÞÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F (t) = Pr{xi < t}, 0 ≤ F (t) ≤ 1, É ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ �2 = Dxi.
ëÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ t, −∞ < t <∞, Fn(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÍÅÎÑÀÝÅÊ
Ó×ÏÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÁÈ x1; x2; : : : ; xn.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ t, −∞ < t <∞, É ××ÅÄ£Í ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅ-
Ì£ÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

�i def=
{ 1; ÅÓÌÉ xi < t,

0; ÅÓÌÉ xi ≥ t, i = 1; 2; : : : ; n;

ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ Fn(t), Ô.Å.

Fn(t) = �1 + �2 + · · ·+ �n
n = 1

n
n∑

i=1
�i: (10)

ðÏÓËÏÌØËÕ
Pr{xi < t} = F (t); Pr{xi ≥ t} = 1− F (t);

ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ qt(x), −∞ < x <∞, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �i,
É Å£ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

qt(x) def= Pr{�i = x} =




1− F (t); ÅÓÌÉ x = 0,
F (t); ÅÓÌÉ x = 1,
0; ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ x,

M�i =
∑
x
x qt(x) = 0 · (1− F (t)) + 1 · F (t) = F (t);

M�2
i =

∑
x
x2 qt(x) = 02 · (1− F (t)) + 12 · F (t) = F (t);

D�i = M�2
i − (M�i)2 = F (t)− F (t)2 = F (t)(1− F (t)):

ôÅÐÅÒØ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ (10) É ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÔÅÏÒÅÍÙ 6, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÉÓÁÔØ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ
×ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÊ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÏÍ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Fn(t) É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ
ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÕ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F (t):

ÅÓÌÉ n→∞; ÔÏ limn→∞ Fn(t) = F (t) ÉÌÉ Fn(t) ≈ F (t) ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n:

íÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ Ms2 = �2, Á ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ Ds2 → 0,
ÅÓÌÉ n → ∞. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ×ÙÂÏÒÏÞÎÏÊ ÄÉÓÐÅÒÓÉÅÊ s2 É ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ
ÄÉÓÐÅÒÓÉÅÊ �2 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

limn→∞ s2 = limn→∞
1

n− 1
n∑

i=1
(xi − �x)2 = �2

ÉÌÉ s2 ≈ �2 ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n.
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§12.3. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á
ðÕÓÔØ (�; �) { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ Ó ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ q(x; y)
(ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ) ÉÌÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p(x; y) (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏ-
ÄÅÌØ). óÉÍ×ÏÌÁÍÉ

a� = M�; �� =
√

D�; a� = M�; �� =
√

D�
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ × § 9 É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × § 11.1 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÖÉÄÁÎÉÑ É
ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÅ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ
×ÅÌÉÞÉÎ � É �. ÷×ÅÄ£Í ÂÅÚÒÁÚÍÅÒÎÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

�∗ = � − a�
��

; �∗ = � − a�
��

;

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2,
M�∗ = M�∗ = 0; D�∗ = M(�∗)2 = D�∗ = M(�∗)2 = 1: (11)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÅÒÏÊ Ó×ÑÚÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É � ÓÌÕÖÉÔ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÁÒÙ (�; �), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

� = �(�; �) def= M(�∗ · �∗) = M[(� − a�)(� − a�)]
�� · �� = M(� · �)− a� · a�

�� · �� =

=





∑
x

∑
y

(x−a�)(y−a�)
��·�� q(x; y) ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ,

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(x−a�)(y−a�)
��·�� p(x; y) dx dy ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.

(12)

É ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÔÏÍ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ (ÉÌÉ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏ×ÁÒÉÁÃÉÅÊ) ÐÁÒÙ (�; �).
ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÔÁ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ � ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ
ôÅÏÒÅÍÁ 7. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

1) åÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÔ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ � = 0.

2) éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á −1 ≤ � ≤ 1.

3) ëÏÜÆÆÉÃÉÅÔ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ � = 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

�∗ = �∗ ÉÌÉ � − a�
��

= � − a�
��

ÉÌÉ � = a� + ��
��
· (� − a�);

Ô.Å. ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � Ó×ÑÚÁÎÁ ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ � ÐÒÑÍÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ.

4) ëÏÜÆÆÉÃÉÅÔ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ � = −1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

�∗ = −�∗ ÉÌÉ � − a�
��

= −� − a�
��

ÉÌÉ � = a� − ��
��
· (� − a�);

Ô.Å. ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � Ó×ÑÚÁÎÁ ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ � ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

1) üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.

2) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, −∞ < x <∞, ÞÉcÌÏ

f(x) def= M(�∗ − x · �∗)2;

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉ-
ÎÙ, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ, Ô.Å. f(x) ≥ 0. ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 1-3, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (11) É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÁ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ � = M(�∗ · �∗) ÉÚ (12), ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

0 ≤ f(x) = M(�∗ − x · �∗)2 = M
[
(�∗)2 − 2x · �∗ · �∗ + x2 · (�∗)2

]
=

= M(�∗)2 − 2x ·M(�∗ · �∗) + x2 ·M(�∗)2 = 1− 2x�+ x2:
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, −∞ < x < ∞, Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ
ÔÒ£ÈÞÌÅÎ 1− 2x�+ x2 ≥ 0. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

ËÏÒÎÉ (x1; x2) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 1− 2x�+ x2 = 0; ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÉÄ x1;2 = �±
√
�2 − 1;

ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ �2−1 < 0, ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÅÓÌÉ �2−1 = 0.
üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ �2 − 1 ≤ 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÍÕ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ.

3) óÌÕÞÁÊ � = 1 ÒÁ×ÎÏÓÉÌÅÎ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ x1 = x2 = 1. éÎÁÞÅ,

f(1) = 0 ÉÌÉ M(�∗ − �∗)2 ÉÌÉ �∗ = �∗:

4) óÌÕÞÁÊ � = −1 ÒÁ×ÎÏÓÉÌÅÎ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ x1 = x2 = −1. éÎÁÞÅ,

f(−1) = 0 ÉÌÉ M(�∗ + �∗)2 ÉÌÉ �∗ = −�∗:

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

§12.4. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ ÐÒÉÚÎÁËÏ×
ðÕÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (ÐÒÉÚÎÁË) � É ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (ÐÒÉÚÎÁË) � ÉÍÅÀÔ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

a� = M�; �� =
√

D�; a� = M�; �� =
√

D�;
Á �, −1 ≤ � ≤ 1, {ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ Ó×ÑÚÉ
ÐÒÉÚÎÁËÏ× � É �, ÉÚÍÅÒÑÅÍÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ

� = M
{
� − a�
��

· � − a�
��

}
= M(�∗ · �∗); ÇÄÅ �∗ = � − a�

��
; �∗ = � − a�

��
;

ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÐÉÓØ:
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� − a�
��

= A · � − a�
��

+ B · � ÉÌÉ �∗ = A · �∗ + B · �; (13)

× ËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÍ×ÏÌÙ A É B ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ (ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÅ) ×ÅÌÉÞÉÎÙ, Á ÓÉÍ×ÏÌ �
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

• � { ÂÅÚÒÁÚÍÅÒÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �;

• � { ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, Ô.Å. M� = 0 É D� = M�2 = 1.

"ìÉÎÅÊÎÁÑ" ÆÏÒÍÁ Ó×ÑÚÉ (13) ÍÅÖÄÕ ÐÒÉÚÎÁËÁÍÉ � É �, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÅÊ
ÐÒÉÚÎÁËÏ×. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ ÐÒÉÚÎÁËÏ× � É � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØ-
ÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ q(x; y) (ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ) ÉÌÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ
ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p(x; y) (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ) ÐÁÒÙ ÐÒÉÚÎÁËÏ× (�; �).

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ (13) ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ A É B ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ËÏÒÒÅ-
ÌÑÃÉÉ �, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ (13) ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (�∗)2 É �∗ · �∗ × ×ÉÄÅ

(�∗)2 = A2 · (�∗)2 + B2 · �2 + 2AB · �∗ · �; �∗ · �∗ = A · (�∗)2 + B · � · �∗:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÖÉÄÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 1-3, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (11), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ
� = M(�∗ · �∗) ÉÚ (12) É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �, ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

1 = M(�∗)2 = A2 · M(�∗)2 + B2 · M�2 + 2AB ·M {�∗ · �} =

= A2 · 1 + B2 · 1 + 2AB ·M�∗ ·M� = A2 + B2 + 2AB · 0 · 0 = A2 + B2;
� = M(�∗ · �∗) = A · M(�∗)2 + B · M {�∗ · �} = A · 1 + B · 0 = A:

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× A2 + B2 = 1 É A = � ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ B =
√

1− �2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
× ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ (13) ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ A É B ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

A = �; B =
√

1− �2:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ ÐÒÉÚÎÁËÏ× � É � Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ �
ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ:

� − a�
��

= � · � − a�
��

+
√

1− �2 · �; ÉÌÉ �∗ = � · �∗ +
√

1− �2 · �;

ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

• � { ÂÅÚÒÁÚÍÅÒÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �;

• � { ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, Ô.Å. M� = 0 É D� = M(�)2 = 1.

÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÅ ÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ó×ÑÚÉ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ (ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×Å-
ÌÉÞÉÎ) � É � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÏÎÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.
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á.ç. äØÑÞËÏ×: ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ

ïÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ

§1. ðÒÅÄÍÅÔ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (ÓÔÒ. 1).

§2. íÏÄÅÌØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÓÈÏÄÏ× (ÓÔÒ. 1).

§3. ðÒÁ×ÉÌÁ ÐÅÒÅ×ÏÄÁ (ÓÔÒ. 2).

§4. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (ÓÔÒ. 4).

§4.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ (ÓÔÒ. 4).
§4.2. âÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ÓÔÒ. 6).

§5. íÏÄÅÌØ (n; p) - ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ (ÓÔÒ. 8).

§6. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ, ÚÁËÏÎ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (ÓÔÒ. 10).

§7. íÏÄÅÌØ (2× 2)-ÔÁÂÌÉÃÙ (ÓÔÒ. 11).

§8. ó×ÑÚØ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ (ÓÔÒ. 13).

§9. çÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ (2× 2)-ÔÁÂÌÉÃ ÓÏÐÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ × ÓÌÕÞÁÅ
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÒÉÚÎÁËÏ× (ÓÔÒ. 15).

§10. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (ÓÔÒ. 17).

§10.1. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ (ÓÔÒ. 17).
§10.2. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ (ÓÔÒ. 21).

§11. óÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ
×ÅÌÉÞÉÎ (ÓÔÒ. 24).

§11.1. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ (ÓÔÒ. 24).
§11.2. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ (ÓÔÒ. 25).
§11.3. óÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ n ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (�1; �2; : : : ; �n) (ÓÔÒ. 27).

§12. þÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (ÓÔÒ. 29).

§12.1. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ, ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ É ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á (ÓÔÒ. 29).
§12.2. ÷ÙÂÏÒËÁ, ×ÙÂÏÒÏÞÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÔÒ. 33).
§12.3. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á (ÓÔÒ. 37).
§12.4. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ ÐÒÉÚÎÁËÏ× (ÓÔÒ. 38).
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